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Abstract

Die Riemannsche Vermutung gehotrt zu den sieben Millennium-Problemen* und

ist eines der berithmtesten, ungelosten Probleme der Mathematik. Im Zentrum der
Vermutung steht die Riemannsche (-Funktion, die als Grenzwert der unendlichen
Reihe ) 7, n~° fiir alle s € C mit Realteil groBer eins definiert ist. Setzt man
sie nach C\ {1} analytisch fort, so besagt die Riemannsche Vermutung, dass alle
Nullstellen mit Realteil zwischen null und eins schon Realteil % haben. In vielen
verschiedenen Forschungsbereichen innerhalb und auflerhalb der Mathematik las-
sen sich Verbindungen zur Riemannschen Vermutung herstellen®. Sie verkniipft zum
Beispiel die Funktionentheorie mit der Verteilung von Primzahlen.
Schon Euklid hat sich um 300 v.Chr. mit Primzahlen beschéftigt und bewiesen,
dass es unendlich viele davon gibt. Es scheint aber kein Schema zu geben, wie sie
unter den natiirlichen Zahlen verteilt sind. In dieser Arbeit wird gezeigt, dass sich
die Funktion m(x), welche die Anzahl der Primzahlen kleiner x angibt, durch den
Integrallogarithmus Li(z) = floo ﬁdt approximieren ldsst. Dies ist eine einfache
Konsequenz aus dem Primzahlsatz, in dessen Beweis wiederum die Riemannsche
¢-Funktion zentral ist. Bei der Genauigkeit der Approximation spielt die Riemann-
sche Vermutung eine wichtige Rolle. Es lasst sich ndmlich zeigen, dass unter deren
Annahme der relative Fehler besser abgeschitzt werden kann, als in jeder bis heute
bewiesenen Abschitzung. Es gilt sogar die Aquivalenz zwischen der Riemannsche
Vermutung und der Aussage, dass |r(x) — Li(z)| € O (y/xIn(z)) ist.

*Im Jahr 2000 hat das Clay Mathematics Institute in Camberidge eine Liste von sieben be-
deutenden mathematischen Problemen aufgestellt, fiir deren mathematisch korrekten Beweis ein
Preisgeld in Hohe von einer Millionen US-Dollar ausgeschrieben wurde [Car+06].

TFiir Anwendungen in der Physik vgl. ,,Physics of the Riemann Hypothesis“ [SA11].
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1. Einleitung

Die Riemannsche Vermutung ist eines der grofiten ungelosten Probleme der Ma-
thematik. Sie gehort zu den sieben Millenium-Problemen, fiir deren mathematisch
korrekten Beweis im Jahr 2000 das Clay Mathematics Institute in Camberidge eine
Millionen US-Dollar Preisgeld ausgeschrieben hat [Car+06]. Aufgrund der allge-
meinen Berithmtheit der Riemannschen Vermutung berichten hiufig Fachmagazine
und auch Tageszeitungen iiber Fortschritte und historische Hintergriinde. In diesem
Zusammenhang ist hdufig die Rede von der Primzahlverteilung. In der Zeitschrift

»Spektrum* schreibt Spillner [Spil8] dazu Folgendes:

»,Die Vermutung, die Bernhard Riemann, ein berithmter deutscher Ma-
thematiker des 19. Jahrhunderts, iiber die Nullstellen [der Riemann-
schen (-Funktion]| anstellt, wéire — falls sie denn zutrifft — duflerst fol-
genreich: Sie verbindet ndmlich die Welt der Funktionen mit der Welt

der Primzahlen.“

Dieser Zusammenhang, der zwischen der Riemannschen Vermutung und der Ver-
teilung von Primzahlen herrscht, wird in dieser Arbeit genauer untersucht.

Eine Primzahl ist eine von eins verschiedene natiirliche Zahl, welche nur durch eins
und sich selbst teilbar ist. Mathematiker*innen aus allen zeitlichen Epochen haben
sich mit Primzahlen beschéftigt. Diese tauchen in den verschiedensten Bereichen
der Mathematik, wie zum Beispiel der Algebra, als Charakteristik eines endlichen
Korpers auf. Die Definition an sich verlangt kaum mathematische Vorkenntnisse
und die ersten Primzahlen 2,3,5,7,... lassen sich leicht bestimmen. Zagier schreibt
in seiner Arbeit ,Die ersten 50 Millionen Primzahlen® [Zag77, S.4]:

»|T]rotz ihrer einfachen Definition und Rolle als Baustein der natiirlichen
Zahlen, [gehéren sie] zu den willkiirlichsten, widerspenstigsten Objekten
[...], die der Mathematiker iiberhaupt studiert. Sie wachsen wie Unkraut
unter den natiirlichen Zahlen, scheinbar keinem anderen Gesetz als dem

Zufall unterworfen.“



1. FEinleitung
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Abbildung 1.1.: Im linken Schaubild ist die Unregelméfigkeit der m-Funktion auf
kleinen Intervallen [0,100] zu sehen, wéhrend im rechten Bild die
Regelmafigkeit auf einem grofien Intervall [0, 50000] verdeutlicht
wird.

Betrachtet man die Funktion 7 : R — R, welche die Anzahl der Primzahlen kleiner
x angibt, so lassen sich die zwei folgenden verbliiffenden Eigenschaften zur Prim-
zahlverteilung feststellen (vgl. Abbildung 1.1):

(1) Die m-Funktion ist eine Treppenfunktion, welche fiir kleine Intervalle die un-

regelméflige Verteilung der Primzahlen widerspiegelt.

(2) Betrachtet man die m-Funktion fiir ein grofles Intervall, so verlduft diese trotz

der lokalen, willkiirlich erscheinenden Spriinge sehr regelméfig.

Legendre hat aus empirischen Untersuchungen der m-Funktion die Approximationen
m gefunden. Auch GauB hat sich seit seinen jungen Jahren fiir Primzahlen
interessiert und die These aufgestellt*, dass der Integrallogarithmus

Li(x) :/Ildt Wz € R mit x> 1 (1.1)
1 In(?)

eine Approximation der Primzahlen unter einer gegebenen Schranke darstellt [vgl.

ZagT7]. In der berithmten Arbeit ,Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer

gegebenen Schranke® [Rie59] aus dem Jahr 1859 widmet sich Riemann dem Problem

durch theoretische Uberlegungen. Zentral in seiner Arbeit ist die Einfithrung der

nach ihm benannten Riemannschen (-Funktion. Sie wird zuerst auf C mit Realteil

*Wie Legendre haben auch Gauf} empirische Untersuchungen zu seiner Annahme gefiihrt [vgl.
ZagTT].



grofer eins durch
((s) = Zn*s Vs € {z € C|Re(z) > 1} (1.2)
n=1

definiert und anschliefend nach C\ {1} analytisch fortgesetzt. Der Zusammenhang
zwischen der Riemannschen (-Funktion und den Primzahlen ist der Definition nicht

direkt anzusehen. Er wird erst durch die Darstellung als Eulerprodukt deutlich:

)= 11 (1_1]?_51) Vs € {z € C|Re(z) > 1} (1.3)

Riemann hat in seiner Arbeit eine Liste von unbewiesenen Behauptungen aufge-
stellt. Die meisten davon sind heute bewiesen, wie zum Beispiel der Primzahlsatz *
. Dieser besagt, dass die m-Funktion asymptotisch dquivalent zu % ist. Im Beweis
ist wesentlich, dass die Riemannsche (-Funktion keine Nullstellen mit Realteil eins
hat. Mit einer Ausweitung des Bereichs, in welchem die (-Funktion keine Nullstellen
hat', konnte de la Vallée Poussin zeigen, dass fiir eine Konstante ¢ und hinreichend

grofles x

|m(z) — Li(z)]

—y/cln(z)
- <e 1.4
)] 14

gilt. Bis heute nicht bewiesen ist die berithmte Riemannsche Vermutung:

Alle Nullstellen der Riemannschen (-Funktion mit Realteil zwischen null und

eins haben Realteil %

FEinen direkten Zusammenhang zwischen den Nullstellen der (-Funktion p mit Real-
teil zwischen null und eins und der Verteilung von Primzahlen liefert von Mangoldts
Formel:
P x .
\If(x):x—Z——k 5 +c¢  VreR\Nmitz>1 (1.5)

P P neN

*Einen ersten vollsténdigen Beweis fanden unabhéngig voneinander J. Hadamard und C. de la
Vallée Poussin 1896.

"Es konnte bis heute kein to € (3, 1) gefunden werden, sodass ((t1 +it2) # 0 fiir alle ¢1 € (to, 1)
und alle t2 € R gilt.



1. FEinleitung

Die W-Funktion auf der linken Seite ist definiert als Summe iiber die Mangoldt-
Funktion A:

A: N —- R mit

l = pF fii im, k > 1
A(n) :{ n(p) n=p" fir p prim, k > (16)

0 sonst

Dieser Zusammenhang von von Mangoldt ist der Schliissel zu einer besseren Abschitzung

des relativen Fehlers der Approximation m ~ Li und der folgenden Aquivalenz:

Riemannsche Vermutung <= |r(z) — Li(z)| € O (vzIn(z)) *

»=Nullstellen (—Funktion® ,,=Fehlerabschiitzung Primzahlverteilung®

Der Hauptteil dieser Arbeit Gliedert sich in vier Teile. Zuerst werden einige
Grundlagen eingefiihrt (Kapitel 2). AnschlieBend wird in Kapitel 3 die Riemannsche
(-Funktion definiert und deren Eigenschaften, wie zum Beispiel Nullstellen, Sym-
metrien und Polstellen untersucht. Am Ende des dritten Kapitels findet sich die
Formulierung der Riemannschen Vermutung. In Kapitel 4 wird der Primzahlsatz
bewiesen und weitere Approximationen der 7w-Funktion miteinander verglichen. Das
letzte Kapitel wird dann die Fehlerabschitzung der Approximation m ~ Li mit der

Riemannschen Vermutung in Verbindung bringen.

*Mit O (v/zIn(z)) ist die Landau-Notation gemeint.



2. Grundlagen

2.1. Notationen und grundlegende Definitionen

In diesem Kapitel werden nun einige grundlegende Definitionen, Sétze und nétige
Notationen wiederholt, welche fiir die Untersuchung der Riemannschen Vermutung

und der Primzahlverteilung benétigt werden.

Definition 2.1.1. Man nennt p € N\ {1} prim, falls gilt:
(p:]ﬁ'k‘g fiir k1, ko EN) = (]ﬁ:l\/k‘gzl)

Die Menge aller Primzahlen wird mit P bezeichnet.

Der folgende Fundamentalsatz der Arithmetik liefert die Grundlage fiir den Zu-
sammenhang zwischen der Riemannschen (-Funktion und Primzahlen. Er wird in
einem Umformungsschritt im Beweis des Eulerproduktes (vgl. Kapitel 3.1), welches

fiir alle weiteren Uberlegungen zentral ist, benétigt.

Satz 2.1.2 (Fundamentalsatz der Arithmetik). Jede natiirliche Zahl lisst sich ein-

deutig, bis auf die Reihenfolge, als Produkt von Primzahlen schreiben.
Beweis. Siehe Karpfinger und Meyberg [KM17, S.65]. O

Es werden folgende Notationen fiir die natiirlichen Zahlen und h&ufig vorkom-

mende Teilemengen von R und C verwendet:

Notation 2.1.3. (Mengenbezeichnungen) Sei zg € C, r € R mit r > 0 und a € R.

Dann bezeichne mit
e N:={1,2,3...} die natiirlichen Zahlen ohne null.
e RT :={z € R|z > 0} die positiven reellen Zahlen.
e R., = {z € R|z > a} die reellen Zahlen grifier a (analog fiir ,<“, , >, <“).

o D,(z9) = {z € C| |z — 29| < r} den offenen Ball um zp mir Radius r.
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e H, := {z € C|Re(z) > r} die Halbebene der Komplexen Zahlen, mit Realteil

grofier r.
Folgende Notation wird fiir die verschiedenen Logarithmusfunktionen verwendet:
Notation 2.1.4. (Logarithmus)

e Bezeichne den natiirlichen Logarithmus im reellen auf (0,00) mit In und
schreibe fiir alle z € (0,00) und a € R kurz: In?(z) := (In(x))

a

e Der Hauptzweig des Logarithmus auf der geschlitzten Ebene C\ R<o wird mit
Log bezeichnet.

Notation 2.1.5. Seien zp € R und f, g : [z9,00) — R Funktionen.

(1) [Lanau-Notation] Man sagt f wdchst nicht wesentlich schneller als g und
schreibt f € O(g), wenn gilt:

JK € RT, 3A € [xg,00) :  |f(z)] < Kl|g(z)] V> A
Gilt sogar
VK € RT, 3A € [xg,00) :  |f(2)| < K|g(x)] Vx> A

so sagt man f wdchst langsamer als g und schreibt f € o(g). Haufig wird
anstatt g exakt zu definieren einfach nur O(g(x)) geschrieben und die Defini-

tionsgleichung der Funktion g direkt eingesetzt*.

(2) Man sagt f ist asymtotisch dquivalent zu g und schreibt f ~ g, wenn der

Grenzwert lim % existiert und identisch eins ist.
Tr—r0o0

Bemerkung 2.1.6. Seien zp € R und f, g : [x¢,00) — R Funktionen.Dann gilt:

(1) limsup ‘%

T—00

<oo & feO(g)

(2) lim [Z®

500 | 9(%)

=0 & lmi®-0 < f€olg)

(3) Die asymptotische Aquivalenz ~ ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Die beiden ersten Behauptungen folgen direkt durch ausschreiben der Defi-

nitionen. Fiir den Beweis von (3) seien die Funktionen f und g wie in Notation 2.1.5:

*Schreibe zum Beispiel kurz O(z?), anstatt ,O(g) mit g : [1,00) — R, @+ z2¢.



2.1. Notationen und grundlegende Definitionen
o (Reflexivitiit): Es gilt

TGO ff (2.1)

e (Symmetrie): Sei f ~ g. Dann gilt:

) 9 .
lengO oz 1 = xlﬁoo @) 1 = g~f (2.2)

e (Transitivitét) Sei h eine weitere Funktion A : [z, 00) — R und es gelte f ~ g

g ~ h. Dann gilt:

lim fx) = lim (f(a;)g(ac)) = lim @) lim hiz) =1 (2.3)

z—oo h(x) =00 \ g(x) h(x) z—00 g(x) z—o0 h(x)
f;rgl g:hl
Damit ist gezeigt, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. O

Fiir die Untersuchung der Riemannschen {-Funktion werden unendliche Summen
und Produkte benétigt. In unserem Fall sind diese in der Regel normal konver-
gent. Diese Eigenschaft ist im Zusammenhang mit unendlichen Summen und Pro-
dukten von Funktionenfolgen eine sehr ,schone® Eigenschaft. Sie impliziert lokal
gleichméfBige Konvergenz und es gilt der sogenannte ,,Differentiationssatz* fiir un-
endliche Summen/Produkte. Im Folgenden wird die Definition der normalen Kon-

vergenz und der Differentiationssatz behandelt [FB06].

Definition 2.1.7. Sei D C C und f, : D — C eine Folge von Funktionen. Man

nennt

(1) die Summe > >, fn normal konvergent in D, wenn fiir alle zp € D eine
Umgebung U von 2y und eine positive, reelle Zahlenfolge M,, mit konvergenter
Reihe Y 07 | M, existiert, sodass fiir alle z € U N D gilt:

|fn(2)] < M, VneN

(2) das Produkt [[,2; fn normal konvergent, wenn die Reihe Y 7, (f,—1) normal

konvergiert.
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Satz 2.1.8 (Differentiationssatz). Sei D C C ein Gebiet und f, : D — C eine

Folge holomorpher Funktionen mit

(1) normal konvergenter Reihe. Dann ist die Grenzfunktion f =3 7| fn holo-

morph in D, die Reihe > o2 fl ist normal konvergent und fiir die Ableitung

gilt:

o0

Py =S fi(z) VzeD (2.4)
n=1

(2) normal konvergentem Produkt. Dann ist die Grenzfunktion f = [ 7, fa
auf D holomorph wund falls f mnicht die Nullfunktion ist, gilt fir
z € {w € D|fn(w) #0Vn € N} :

12 &)
5~ 2 o) (25)

2) z

Auferdem konvergiert die Reihe Y -7, ﬁg; normal in {w € D|f,(w) #
0 Vn € N}.

Beweis. Ein Beweis ist z.B in Freitag und Busam [FB06, Kapitel 3.1 und 4.1] ge-
geben. O

2.2. Die Gamma-Funktion

In diesem Kapitel wird die I'-Funktion eingefiihrt. Sie wird spiter mehrmals im
Zusammenhang mit der Riemannschen (-Funktion (Funktionalgleichung, Produkt-

darstellung,...) vorkommen. Zuerst ein Satz zur Wohldefiniertheit:
Satz 2.2.1. Setze firt € R und z € C:
! =exp ((z — 1) In(?)) (2.6)

Dann konvergiert das Integral fooo t*~Le~tdt in der Halbebene Hy absolut und stellt
in Abhdingigkeit von z eine analytische Funktion dar. Diese ldsst sich zu einer me-

romorphe Funktion in C mit einfachen Polen in S = {0,—1,—2,...} fortsetzen.

Beweis. Der Beweis ist in Freitag und Busam [FB06, Kapitel 4.1] ausgefiihrt. Die

Konvergenz des Integrals lasst sich durch geschicktes aufteilen in drei Teilintegrale



2.2. Die Gamma-Funktion

beweisen. Fiir die meromorphe Fortsetzung wird zuerst mithilfe von partieller Inte-
gration die Funktionalgleichung I'(z + 1) = 2I'(2) fiir alle z € Hy hergeleitet. Damit

ergibt sich der Zusammenhang

M(z+n+1)
z-(z+1)...(z+n)

F(Z) = Vn € Ny, Vz € Hy (27)

womit I" letztendlich auf C\ S holomorph fortgesetzt werden kann. Aus Gleichung
2.7 folgt dann die Einfachheit der Pole in S. O

Definition 2.2.2. Die auf ganz C meromorph fortgesetzte Funktion aus Satz 2.2.1

wird I'-Funktion genannt.
Bemerkung 2.2.3. Fiir die I'-Funktion gilt fiir alle n € Ny:
'(n+1)=nl (2.8)

Deshalb kann die I'-Funktion als Verallgemeinerung der nur auf N definierten Fa-
kultéit angesehen werden. Die Behauptung folgt induktiv aus I'(1) = 1 und der
Funktionalgleichung I'(z + 1) = 2I'(z) fiir z € Hy [vgl. FB06, S.196-197].

Lemma 2.2.4. Fir die I'-Funktion gilt:

(1) Res_,(I') = CL" vn e Ny

n!

(2) T()I'(1—z2) = Vze C\Z

(3) T(Z)=T(z) VzeC\S

Beweis. Der Beweis von (1) und (2) ist in Freitag und Busam [FB06, Kapitel
4.1] ausgefiihrt. Im wesentlichen folgt die Behauptung (1) aus Gleichung 2.7. Um
Behauptung (2) zu beweisen, wird gezeigt, dass die Funktion f definiert durch
f(z) = F(Z)F(l—z)—ﬁ konstant sein muss (mit Liouville). Aus — f(—z) = f(2)
folgt dann f = 0 und damit die Behauptung. Es bleibt noch (3) zu zeigen. Fiir alle
z € Hy gilt:

U —ex In 3 4z—1,—t
t ep:(u> (t)) tzfle*t — tZ—le_t YVt € (07 OO)

o — (2.9)
def. Fgglktlon P(E) _ F(Z)
auf HO

exp(z) = exp(2)

Mit Gleichung 2.7 lisst sich der Zusammenhang auf ganz C\ S ausweiten. Sei dazu
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z€ C\ S und n € N mit Re(z) + n+ 1 > 0 dann gilt:

r) = - ??z-+71%1}) Gl (2.9) IF(z4+n+1) TG 0
z-(Z+1)...(z+n) z-(z+1)...(z+n)
Auf Hy lésst sich die I-Funktion als das Integral [;~¢*~'e~'dt darstellen (vgl.

Satz 2.2.1). Folgender Satz liefert eine Produktdarstellung auf ganz C\{0, —1, -2, ...}:

Satz 2.2.5. (I'-Funktion als Weierstraf$-Produkt)
Das unendliche Produkt [ 17, (1 + %) exp (—%) konvergiert normal auf C. Sei v =

limy, 00 (E;L 1 3 —In(n )) € R *. Dann ist die auf C durch

A(z) = exp(yz)z 1"_:[ ( )exp (—%)

definierte A-Funktion ganz mit einfachen Nullstellen in {0,—1,—2,...} und die T'-
Funktion lisst sich fir z € C\ {0,—1,—2,...} durch

0 -1
I'(z) = A%z) = (eXp v2)z 1;[ ( )exp (—Z)) (2.10)

darstellen.

Beweis. Der Beweis ist in [FB06, Kapitel 4.1] ausgefiihrt. Zuerst wird die normale
Konvergenz der Reihe ), ((1 + %) exp —= — 1) auf C bewiesen, woraus dann
direkt mit Definition 2.1.7 die zu zeigende normale Konvergenz des unendlichen
Produktes [[77, (1 + ) exp —Z folgt. Das Produkt [])° (1 + %) e~ 1/ konvergiert

(als Spezialfall z=1) absolut. Demnach konvergiert auch die Reihe >~ >° | In ((1 + %) e/ ”)
absolut (1+ 1 > 0 fiir alle n € N) [vgl. FB06, S.200] und es gilt:

= 1 —1/n : > 1 —1/n
E In 1+—)e = lim In 1+—Je
—t n N—oo n

n=1

N 1 N o
o LA I 2.11
() £ e
- —
=N+1

= -7

Dies impliziert die Wohldefiniertheit der Euler-Mascheroni-Konstanten . Mit dem

*Die Konstante ~ wird die FEuler-Mascheronische Konstante genannt. Es gilt:
~v = 0,577215664901532860606512... [vgl. FB06, Seite 202]

10



2.2. Die Gamma-Funktion

Differentiationssatz (Satz 2.1.8), sowie der Produktregel ist A ganz. Fiir die Gleich-

heit von % mit der I'-Funktion werden im wesentlichen die charakteristischen Ei-

genschaften der I'-Funktion (Einfache Postellen bei {0, —1, -2, ...}, Funktionalglei-

chung, Normierung) fiir i nachgerechnet. O

Folgerung 2.2.6. Fir die I'-Funktion gilt:
(1) T'(z) #0 VzeC

(2) (Logarithmische Ableitung) Fir alle z € C\ {0,—1,—2,...} gilt fir die loga-
rithmische Ableitung der I'-Funktion:

My (ot en (140) 12

n=1

Die Reihe auf der rechten Seite konvergiert normal in C\ {0,—1,—-2,...}.

Beweis. (1) Die A-Funktion aus Satz 2.2.5 ist ganz. Dies impliziert mit I' = %
sofort die Behauptung.

(2) Mit I = % und der Kettenregel gilt fiir die logarithmische Ableitung fiir alle
ze C\{0,-1,-2,...}:

—_ Alz) = — (2.13)

Um die logarithmische Ableitung der A-Funktion zu berechnen, wende den
Differentiationssatz fiir unendliche Produkte (vgl. Satz 2.1.8) an. Fiir z €
C\{0,—-1,-2,...} gilt:

Pe L Ae 1 & (e (D)
O R N - Bl s pray peey ey

1 1 1
N _7_2_§<n+z_n> (2.14)
aL i) o[ 1 1
= Z( Z_1+n+1n<1+n)>

n=1

Die normale Konvergenz der Reihe ) 7, <—ﬁ +In(1+ %)) auf C \
{0, -1, -2, ...} folgt als Summe zweier normal konvergenter Reihen von Funk-

tionen direkt aus den beiden folgenden Uberlegungen:

11



2. Grundlagen

12

n=1 \ n+z n

(Satz 2.1.8) normal in C\ {0, -1, -2, ...}.

(1) Die Reihe > °° ( 1 _ l) konvergiert wegen dem Differentiationssatz

(2) Das Produkt JT>%, (14 1) e~/ konvergiert als Spezialfall z = 1 von

Satz 2.2.5 absolut und damit auch die Reihe 0% (In(1 + 1) — 1) [vgl.

n

FB06, S.200]. Werden die Summanden In(1+ %) - % als konstante Funk-

tionen aufgefasst, so ist > oo | (In(1+ 1) — 1) eine Reihe von Funktio-

n

nen, welche normal konvergiert.
O



3. Die Riemannsche Vermutung

Ziel dieses Kapitels ist die Formulierung der Riemannschen Vermutung. Dazu wird
im ersten Teil die Riemannsche (-Funktion zunichst auf H; eingefithrt und nach
ganz C meromorph fortgesetzt. Im zweiten Teil werden dann einige Eigenschaf-
ten iiber Symmetrien und Nullstellen untersucht und, mithilfe der Definition der
kritischen Nullstellen, die Riemannsche Vermutung formuliert. Wenn nicht anders
gekennzeichnet, orientiert sich dieses Kapitel an Fischer und Lieb [FL05, Kapitel
9].

3.1. Einfithrung der Riemannschen (-Funktion

Bevor die Riemannsche (-Funktion definiert werden kann, wird folgendes Lemma

fiir dessen Wohldefiniertheit bewiesen:

Lemma 3.1.1. Die Reithe von Funktionen Zzozl # konvergiert fir alle s € H;y

normal, wobei n® == exp(sln(n)) gilt.
Beweis. Sei sg = o +itg € H;. Dann gilt fiir alle s = o + it € D(5,_1)(s0) und alle
n € N:

1

1 1
il = 3.1
ns ( )

~exp((o +it)In(n))| — n

Wegen o > 1 konvergiert die Reihe ) ", n%, womit nach Definition 2.1.7 die

normale Konvergenz der Funktionenreihe 7" |

ne1 ps bewiesen ist. O

Mit dem Resultat aus Lemma 3.1.1 ldsst sich jetzt die Riemannschen (-Funktion
auf der Halbebene H; definieren.

Definition 3.1.2. Die auf der Halbebene H; definierte Funktion

=1
(: Hy—>C S —
nS

n=1

nennt man Riemann’sche-C-Funktion.

13



3. Die Riemannsche Vermutung

Satz 3.1.3. Die Riemann’sche-C-Funktion ist auf der Halbebene Hy holomorph und

lasst sich als Eulerprodukt darstellen:

4(5):]'[(11 vs € Hy

—S
ok p°)

Das Produkt konvergiert auf Hi normal.

Beweis. (1) Die Reihe von Funktionen """ | & besteht auf Hj aus holomorphen
Funktionen f,(s) = # fiir alle n € N und konvergiert normal gegen die
¢-Funktion. Demnach ist mit dem Differentiationssatz (Satz 2.1.8) auch die

¢-Funktion eine holomorphe Funktion auf Hj.

(2) Darstellung als Eulerprodukt [vgl. Zag97]
Die Reihe > ", # konvergiert nach Lemma 3.1.1 normal, also ist die Reihe
auch absolut und lokal gleichmé8ig konvergent. Deshalb darf die Reihenfolge
in der Summe getauscht werden, ohne dass sich an dem Grenzwert etwas

dndert. Es gilt:

oo o —s oo
Def. ¢ i Fundamentalsatz AT ausmult. —rs (i) 1
C(S) B Zl ns der Arghmctik Z N ( (pj) > N H Zp B H 1- p~*®
n=

r1,r2,...€Ng N j=1 peP r=0 peP

(3.2)

() Im letzten Schritt lidsst sich die Formel fiir die geometrische Reihe an-

wenden, da fiir s = o + it € Hy und fiir alle p € P gilt:

p=| = |exp (=0 — it) In(p))| = p=° < 1 (3.3)

p>1
(3) Um die normale Konvergenz des unendlichen Produktes zu zeigen sei sg € Hy
und P = {p1,po, ...} alle Primzahlen der Grofie nach geordnet. Dann gilt fiir
s =0+ it € D¢(sg) mit € := 1 — Re(sg) fiir alle n € N:

1 1 A-Ung 1 1
‘ ‘ (3.4)

= — < =
1—pn® lps, =1 = |l =1 pg -1

Nach Definition von e ist o > 1 und die Reihe 2°° | 1~ konvergiert. Dem-

n=1 no—1
nach konvergiert auch die Teilreihe 70, 1

n—1 57— und das Produkt aus dem
=1p7

Lemma ist normal konvergent.

O]

Ziel des weiteren Vorgehens ist die meromorphe Fortsetzung der zunéchst auf Hy

14



3.1. Einfiihrung der Riemannschen (-Funktion

iR

Y1,7,0,R
Y2,r,6,R o <

>

Y3,7,0,R

Abbildung 3.1.: In der Abbildung sind die drei glatten Wege 71,72 und 73 in
Abhéngigkeit von den Parametern d, r und R dargestellt. Im Zuge
der meromorphen Fortsetzung der (-Funktion auf ganz C wird die

Funktion f(z,s) = e();)z(;:ll tiber die Komposition dieser drei Wege

nach z integriert.

definierten Riemannschen (-Funktion nach ganz C.

Lemma 3.1.4. Zwischen der Riemannsche -Funktion und der in Definition 2.2.2

definierten I'-Funktion besteht folgender Zusammenhang auf Hy :

o8] xsfl
I['(s)((s) = /0 . 1dx Vs € Hy
Beweis. Durch Multiplikation der I'-Funktion mit der ¢-Funktion und Einsetzen der
Definitionen ergibt sich mit der geometrischen Reihe der behauptete Zusammen-
hang. Die exakte Rechnung ist in Fischer und Lieb [FLO05, S.242] ausgefithrt. [

Der in Lemma 3.1.4 aufgefithrte Zusammenhang zwischen der I'-Funktion und
der ¢-Funktion motiviert das weitere Vorgehen zur meromorphen Fortsetzung der
¢-Funktion auf ganz C. Riemann geht in seiner berithmten Arbeit ,, Uber die Anzahl
der Primzahlen unter einer gegebenen Grofie* [Rieb9] fiir die meromorphe Fortset-
zung analog vor. Es wird der in Abb. 3.1 dargestellte Integrationsweg gewihlt und
iiber die Funktion f(z,s) = 6&&%
von r,d — 0 und R — oo ergibt sich eine weitere Darstellung der Riemannschen
¢-Funktion, welche auf C \ {1} holomorph ist.

nach z integriert. Durch Betrachten des Limes

15



3. Die Riemannsche Vermutung

Lemma 3.1.5. Sei zu den Parametern r € (0,2m), 6 € (0,5) und R € (r,00)

Yr6,R = V3,0,R © V2,r,8,R © V1,,6,R ML

mit  Yi,6r(t) =1 —t)R+t\Vr?—06%2+14)
8
mit  yorsr(t) =r1-exp(it) und ¢ = arcsin (7’)

mit  v3,6r(t) =tR+ (1—1t)Vr?2—0%2—1d
(3.5)

Y1,76,R ¢ [07 1]

%
YorsR: |02 — @] —
%

a a a

Y3,r0,R * [07 1]

eine stickweise glatte Kurve in C (vgl. Abb. 3.1). Sei s € C beliebig. Mit
(—2)6~1 = exp ((s = 1)Log(—=z)) fir = € C\ Rxg gilt dann:

(1) Das Integral f dz existiert und konvergiert fiir R — oo.

6, R CXP(Z)

(2) Der Grenzwert I,5(s) = hm f (72()) dz ist unabhingig von den Para-

Yr,5,R €xp(z
metern r und 0.

(3) Die Funktion I, 5 : C — C ist ganz.
(4) Firs e C gilt: I, 5(5) = —I,5(s) Vr e (0,2m) Vé € (0,3)

Beweis. (1) Sei s = o + it € C beliebig. Die Funktion f(z,s) = %dz ist als

Funktion von z meromorph auf C mit der Polstellenmenge Py = {2miv|v €
Z\ {0}} (bei z = 0 heben sich die Nullstelle im Z#hler und die Nullstelle im
Nenner heraus). Fiir 7 € (0,27), § € (0,%) und R € (r,00) gilt:

—z)51 I
Bild(v,s,r) € Ho \ P = / 7dz existiert 3.6
(yes) € Ho \ T (36)

Fiir die Betrachtung des Grenzwertes R — oo wird das Integral iiber v, 5  in

die drei Teilintegrale aufgeteilt:

/ f(z,s)dz:/ f(z,s)dz—l—/ f(z, s)dz—l—/ f(z,s)d=
Yr,8,R Y1,7,6,R Y2,r,6,R Y3,r,8,R

unabhéngig von R

(3.7)

Die zu integrierende Funktion ldsst sich mit Log(z) = In|z| + darg(z)* fiir

*arg : C\ R<g — (—m,7) ist die Argumentfunktion, die jeder komplexen Zahl aus der ge-
schlitzten Ebene C \ R< ihren eindeutig bestimmten Winkel © € (—m, ) zur positiven x-Achse
zuordnet.

16



3.1. Einfiihrung der Riemannschen (-Funktion

z € C\ R< und den Abschétzungen

exp(—t) < exp(|t]) VteR (3.8)
arg(—w) < Vw € C\ Re<o (3.9)

fiir alle z € Hy durch

B (_Z)s—l
el = [L2]
_ yexp(zl)—u exp ((o+it—1) Tog(—2)) |
=In|z|+iarg(—z) (310)
= ]exp(zl)—l\ exp((a —1)n|z| — targ(—z))
217" exp(jtim)
lexp(z) — 1]

abschétzen. Damit gilt fiir das erste Integral in der Aufteilung aus Gleichung
3.7 mit xg = Vr2 — §2:

Def. Y1,r,6,R

/1 f((l —t)R + tzgy + 19, s)(—R + xp)dt
0

/ f(z,8)dz
Y1,r,6,R

Sub. u=(1—t)R+txo

R
a ‘_/ Fu+ 146, )du

A—Ungl. R
< / |f(u+1id,s)| du
zo
Gl. (3.10) R |u + 7;5|a—1
< t d
= exp([tlm) LD lexp(u+i0) — 1]

(3.11)

Das zeigt die Existenz des Grenzwertes R — co, da der Betrag des Integrals
durch ein konvergierendes, reelles Integral abgeschétzt wurde. Eine analoge

Abschitzung fiir das Integral iiber 73,5 p und die Unabhéngigkeit des Inte-

_\s—1
grals iiber 49,5 von R implizieren die existiert von lim | ( fl dz.
3750, R—00 Yr,6,R € 1

(2) Sei s =0+t € C, r; € (0,2r) und ¢; € (0,%) fiir i € {1,2}. Mit den in

17



3. Die Riemannsche Vermutung

z}i& C

Vr1,01,R (
71,R
> A

an

('77“2,52,3)_1

Abbildung 3.2.: Darstellung des geschlossenen Integrationswegs, mit dessen Hilfe
die Unabhéngigkeit des Integrals I, 5(s) von den beiden Parametern
r und 0 gezeigt wird.

Abbildung 3.2 dargestellten Wegen 1 g und 72 g wird der geschlossene Weg
~vr wie folgt definiert:

TR =71,R© (’77’2762,1%)_1 ©72,R © Vri,61,R (3'12)

Dann gilt fiir das Sterngebiet U := {w € C|Im(w) € (=2, 27) }\R>o:

(¥*)  f(z,s) holomorph auf U, Bild(yr) C U o f(z,8)dz=0VR e R
VR
() lim |f(z9)] &0 = lim / f(z,8)dz = 0Vi e {1,2}
Re(z)—o0 R—o0 Yi,R
(%), (%) _ . I
= I, 5,(s) =1,5,(s) = I,5(s) ist Parameterunabhéngig
—00

(3) Nach (1) ist die Funktion I, 5 : C — C wohldefiniert. Weiter ist die Funk-
tion C — C mit s — f(s,2) fir alle z € C\ (Pf UR>q) ganz. Sei K C C
eine kompakte Teilmenge, dann existiert A € RT, sodass fiir alle s € K

die Abschitzung |s| < A gilt. Dann gilt fir alle s = o + it € K und

18



3.1. Einfiihrung der Riemannschen (-Funktion

S (C\(PfURZO):

P _s—1 Gl (3.10) oL exp(|t|m
‘ et - | s < ‘Zr’exp<ez>p£’t1’ HLos—2)
| 2|4~ exp(An)
WH—‘Og(_Z)‘
(3.13)

Das heifit fiir alle 7 € (0,27), § € (0, 5) und R € (r, 00) ist die partielle Ablei-

tung % durch eine von s unabhéngige iiber v, 5 g integrierbare Funktion

(lasst sich analog zu (1) nachrechnen) beschriankt.

= I,5:C— Cist ganz

(4) Sei s € C beliebig. Dann gilt:

(—z)5°t _exp ((U — it — 1)Log(—z)) _ (e ((U + it — 1)L0g(—§)) _ < (—z)s-1 )
exp(z) — 1 exp(z) — 1 exp(z) — 1 exp(z) — 1
(

3.14)
Seinen 7 € (0,27r) und 6 € (0, %) beliebig. Aufgrund der Symmetrie der
Kurve 7,5 r zur reellen Achse entspricht das komplexe Konjugieren von z

dem Integrieren iiber vy, _ 51 r und es gilt:

_ )51 _7)s—1
I,5(s) = lim / (=2 — R R T / <( 2 _1>
—00 )y 5 €XP(2) R—oo )y o \exp(Z)

_5\s—1
= lim (=2)

R0 Jo1 exp(z) — 1

dz
= - r,5(s)
(3.15)

O]

Theorem 3.1.6. Die Riemannsche (-Funktion lisst sich auf ganz C meromorph
fortsetzen. Mit der aus Lemma 3.1.5 definierten Funktion I, 5(s) gilt auf H; :

((s) = —T(1—5)- 5=Tals) Vs €Hivre (02m) e (0,7) (3.16)
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3. Die Riemannsche Vermutung

Beweis. I, 5(s) ist nach Lemma 3.1.5 eine ganze Funktion und I' ist nach Satz 2.2.1
holomorphe auf C\ {0, —1, —2, ...} mit einfachen Polstellen in {0, —1,—2,..}. Damit
definiert die rechte Seite von Gleichung 3.16 eine meromorphe Funktion auf ganz
C. Fiir die behauptete meromorphe Fortsetzbarkeit bleibt also nur noch Gleichung
3.16 zu zeigen. Eine genauere Betrachtung der folgenden Grenzwerte findet sich in
Fischer und Lieb [FLO05, S.242.243]:

=] s—1 e8] s—1

/ f(z,s)dz (R, 0)72(00.0) —exp(—(s — l)m')/ :i dw =% —exp(—(s — l)m')/ i

Y1,r,6,R roet =1 o e -1
/ f(z,s8)dz (R, 0)2(00.,0) / f(z,8)dz =20

72,78, R 9D (0)

oo s—1 oo s—1

/ f(z,s)dz (R, 9)=(o0,0) exp((s — l)wi)/ z dx = exp((s—l)wi)/ z dx

V3,78, R roet—1 o € —1

s—1

. . .. © x unabh. Paramter
- Tlggo %1_1)1}) I, 5(s) = 2isin((s — 1)77)/0 - ld:c Lomma 3.5 (2) I 5(s) (3.17)

Durch einsetzen der beiden Gleichungen

xs—l

- ldac Vs € H; \N (vgl. Lemma 3.1.4)  (3.18)

o T = [

o I'(s)I'(1—s)=

™

sn((d = 5)m) Vs € H; \N (vgl. Lemma 2.2.4(2))

(3.19)
in Gleichung 3.17 folgt die Behauptung vorerst auf H \ N:
1
((s)=-T'(1—-s)- i ro(s) seH\N (3.20)

I'(1 — s) hat nach Satz 2.2.1 Pole in N. Deshalb ist die rechte Seite von Gleichung
3.20 fiir s € N nicht ohne weiteres definiert. Die (-Funktion ist auf H; holomorph
und die Funktion auf der rechten Seite von Gleichung 3.20 ist auf H; \ N holomorph.
Beide Funktionen stimmen auf H; \N iiberein, weshalb mit dem Identitétssatz schon

die Gleichheit auf ganz H; folgt*, was zu zeigen war. O

*Die Funktion I s(s) muss also bei N\ {1} einfache Nullstellen haben, um die einfachen Pole
von I'(1 — s) zu ,kompensieren®.
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3.2. Formulierung der Riemannschen Vermutung

3.2. Formulierung der Riemannschen Vermutung

Bevor die Riemannsche Vermutung aufgestellt werden kann, miissen die Eigen-
schaften der Riemannschen (-Funktion genauer untersucht werden. Mit der Funk-
tionalgleichung aus dem folgenden Satz 3.2.1 lassen sich besondere Nullstellen und

Symmetrien der Riemannschen (-Funktion ableiten.

Satz 3.2.1. Die Riemannsche (-Funktion erfillt fiir alle s € C die Funktionalglei-

chung:
(() = T = 8)¢(1 — 9)2°n*sin ()

Beweis. Der Beweis ist in Fischer und Lieb [FL05, S.446-447] beschrieben. Es wird
ein geschickter Integrationsweg gewéhlt und die Funktionalgleichung folgt mit dem
Residuensatz fiir s € {z € C|Re(s) < 0}. Mit dem Identitétssatz ldsst sich diese

dann auf ganz C ausweiten. O

Lemma 3.2.2. Die meromorph fortgesetzte Riemannsche -Funktion nach ganz C

hat folgende Eigenschaften:
(1) ¢ ist holomorph auf C\ {1}.
(2) ¢ hat einen einfachen Pol bei s=1 mit Residuum 1.
(8) C besitzt keine Nullstellen s mit Re(s) > 1.
(4) {—2k|k € N} sind die einzigen Nullstellen mit negativem Realteil.
(5) Fiir alle s € C\ {1} gilt: ¢(3) = ((s)
(6) Die Nullstellen aus Hy \ Hy sind Achsensymmetrisch zu {z € C|Re(z) = 1}.

Beweis. (1) Es gilt nach Theorem 3.1.6 fiir s € Hj:

1
¢(s) = T0-s) 5=1nss)
holomorph auf Hy holomorph auf C\N ganz (321)

= ( holomorph auf C\ {1}.

(2) Mit der Darstellung der ¢(-Funktion auf C\ {1} aus Theorem 3.1.6 und dem

einfachen Pol der I'-Funktion bei 0 (vgl. Satz 2.2.1) muss ¢ in 1 einen einfachen
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3. Die Riemannsche Vermutung

iR

AN
(C 27T

V1,r,6,R Vir6.R
Y2,r,0,R T
S Y R
= Y > R
>
V3,r,6,R

DT+ 271'277"

tor U=H /g

Abbildung 3.3.: In der Abbildung ist der geschlossene Rechtecksweg 7 , 5 r darge-
stellt und die beiden Sterngebiete U und D, y2m=r, welche in dem
2

Beweis I, 5(1) = 2mi verwendet werden.

Pol haben. Fiir das Residuum gilt dann:

Resy(¢) = Tim (s — 1)¢(s) ™ 310 [0 (1 — P (1 — 5) —— 1 5(1) = 1

s—1 s—1 2w

Resq(l)=1 1 (j)l
Lemma_2.2.4(1)

(3.22)

Es bleibt noch (x) zu zeigen: 51, 5(1) = 1

Wihle dazu r € (0,27) beliebig und die Wege wie in Lemma 3.1.5. 4, 5  sei
der Weg, welcher die beiden Wege 71 s g und 73,5 g zu einem geschlossenen
Rechtecksweg ergénzt (vgl. Abbildung 3.3). Dann gilt mit der Unabhéngigkeit
von I, 5(1) von dem Parameter 4:

1 1 1
I.s(1)= lim / Z dz —|—/ Z dz |+ lim / - dz
(R.6)=(00,0) \ S5, 5.0 € — 1 vsrsn € 1 (R.8)=(00,0) Sy, 5 €5 — 1

1 1
= lim / dz +/ dz
(R,8)—(c0,0) e —1 aD,.(0) €& — 1

Yr.6,R

(3.23)

Die Funktion —1 ist auf dem Sterngebiet U := H W fiir alle 6 € (0, )
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3.2. Formulierung der Riemannschen Vermutung

holomorph und der Weg 7, s g verlauft ganz in U. Dann verschwindet das

_1
e*—1

und damit ist auch der Grenzwert (R, ) — (00, 0) null. Durch Anwenden des

Integral f;/ 5 dz nach dem Integralsatz von Cauchy fiir alle § € (0, 5)

Residuensatzes auf das Sterngebiet D 2 gilt aulerdem
2

1 1 hospi 1
/ dz = 2miReso <> — o lim ——— PP i = = 2,
8B, (0) ez — 1 e? 1 z—0e? — 1 z—0 e?

(3.24)

woraus mit Gleichung 3.23 dann I 5(1) = 24 folgt. Damit ist die Behauptung

bewiesen.

(3) Aus der Eulerschen Produktdarstellung der ¢-Funktion (Satz 3.1.3) folgt di-
rekt die Behauptung, da fiir alle p € P und alle s € H; gilt:

1
1—p—s

#0 (3.25)

(4) Sei s € C mit Re(s) < 0 und ((s) = 0. Dann gilt mit der Funktionalgleichung
aus Satz 3.2.1:

C(s)= T(1—s) ¢(1—s) 27" Lsin (g) Lo
Folgerung 2.2.6(1) 3) #0
o7 (3.26)
sm(%s)éo
— s€{—2klkeN}
Re(s)<0

(5) Sei s € C\{1}. Dann gilt mit der Darstellung aus Theorem 3.1.6 fiir beliebige
r € (0,2m) und 6 € (0, 5):

1 emma Z.4. _71
CF) = D=5 5 los(®) T T 5] g oa(5) = ()
(3.27)

(6) Sei s € Hy \ Hy mit ¢(s) = 0 und s ¢ {0,1}. Dann gilt mit der Funktional-
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3. Die Riemannsche Vermutung

gleichung (vgl. Satz 3.2.1):

) 0 =
Folgerung 226(1)0 # ;éo (328)

= ((1-s5)=0
¢ hat bei 1 eine einfache Polstelle (vgl. (1)), woraus direkt (1) # 0 folgt.

AuBerdem hat sin (%) bei null eine einfache Nullstelle, woraus zusammen

mit der einfachen Polstelle der (-Funktion bei eins

C(0)=1lm TD(1—s) ((1—s) 27" sin (E> £0 (3.29)
520 N — 2
Folgerung 2.2.6(1)
folgt. Damit ist die Behauptung fiir ganz Hp \ H; bewiesen. O

Definition 3.2.3. e Wir nennen die Elemente der Menge Ny = {—2k|k €

N} die trivialen Nullstellen der Riemannschen ¢-Funktion.

e Die Menge Nypjcht triv = {z € C|¢(2) = 0} \ Nirip beinhaltet die nicht trivialen

Nullstellen der Riemannschen (-Funktion.

e Der Streifen Si,;; == {z € C|0 < Re(z) < 1} in der komplexen Ebene wird

kritischer Streifen genannt.

Mit Lemma 3.2.2 liegen alle nicht trivialen Nullstellen auf dem Abschluss des kri-
tischen Streifens. Riemann hat 1859 in seiner beriihmten Arbeit ,,Uber die Anzahl
der Primzahlen unter einer gegebenen Grofie [Rie59] folgende Vermutung aufge-
stellt:

Riemannsche Vermutung 3.2.4. Alle nichttrivialen Nullstellen der Rie-

mannschen (-Funktion haben Realteil %

Diese Vermutung konnte bis heute nicht bewiesen werden. Die abgeschwéchte
Version, alle nichttrivialen Nullstellen liegen im kritischen Streifen, wird im folgen-
dem Kapitel bewiesen. Diese spielt eine zentrale Rolle im Beweis des Primzahlsatzes,

welcher ein genaueres Verstéindnis zur Verteilung von Primzahlen ermdoglicht.
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4. Approximation der Anzahl der

Primzahlen unter einer gegebenen
GroBe

In diesem Kapitel werden einige Approximationen der Funktion m(z), welche die An-
zahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grofle x angibt, untersucht. Ein Schliissel
zu allen weiteren Approximationen liefert dabei der Primzahlsatz, welcher aussagt,
dass 7 asymptotisch dquivalent zu % ist. Dieser wird im ersten Teil bewiesen.
Im zweiten Teil werden dann weitere asymptotisch dquivalente Funktionen zu
bestimmt, miteinander verglichen und die Folgerungen aus dem Primzahlsatz dis-
kutiert.

4.1. Der Primzahlsatz

Ziel dieses Kapitels ist der Beweis des Primzahlsatzes, welcher eine Anndherung
an die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grofle liefert. Einen ersten
vollstédndigen Beweis fanden unabhéingig voneinander J. Hadamard und C. de la
Vallée-Poussin 1896. Beide stiitzten sich dabei auf die Aussage, dass die Riemann-
sche (-Funktion keine Nullstellen mit Realteil eins hat. Einen ersten elementaren
Beweis des Primzahlsatzes gelang A. Selberg und P. Erdés [vgl. FB06].

Zuerst die Definition der m-Funktion:

Definition 4.1.1. Die Funktion 7 : R — N mit n(z) := #{p € Plp < z} wird die

Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grdfle genannt.

Theorem 4.1.2. (Primzahlsatz) Die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen

Grifie m ist asymptotisch dquivalent zu ﬁ Kurz:

lim @ =1
xﬁ\oom

Der im folgenden ausgefiihrte Beweis orientiert sich an der Arbeit ,,Newmans

Short Proof of the Prime Number Theorem* von Zagier [Zag97], welcher iiberwiegend
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4. Approximation der Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Gréfe

Methoden aus der Funktionentheorie verwendet und deshalb sehr kurz und elegant
ist.

Die Funktionen ® und © spielen im Beweis des Primzahlsatzes eine zentrale Rolle.
Deshalb werden zuerst diese beiden Funktionen definiert und einige Eigenschaften

bewiesen.

Definition 4.1.3. Definiere die ®-Funktion und die Tschebyscheffsche ©-Funktion
durch:

d: H; — C  mit &(s) ZZIH@
pep P (4.1)
O: R — R mit O(z) = Z In(p)

pEP, p<z

In beiden vorkommenden Reihen wird iiber alle Primzahlen in aufsteigender Rei-

henfolge summiert.

Zuerst wird die Wohldefiniertheit sowie einige Eigenschaften der ®- und der ©-

Funktion untersucht. Dazu die beiden folgenden Lemmata:
Lemma 4.1.4. Fir die ®-Funktion aus Definition 4.1.3 gilt:

(1) Die Reihe ZpEPh;)@ =y, lnz(f;") konvergiert normal in H; mit P =

{p1,p2, ...} und p; < piy1 fir alle i € N. Damit ist ® wohldefiniert.

(2) @ ist holomorph auf H;.

(3) @ ist meromorph fortsetzbar auf H, 5. Auflerdem gibt es nur Pole bei 1 mit

dem Residuum 1 und bei den Nullstellen von (.

Beweis. (1) Um die normale Konvergenz zu zeigen sei so = oo + itg € H;. Nach
Satz 3.1.3 und ('(s) = —> ¢ (M) fir s € H, ist die Reihe S In(n)

n=1 ns n=1 ns

normal konvergent. Dann existiert eine Folge A, nicht negativer reeller Zah-
len, deren Reihe konvergiert und eine Umgebung U von sg, sodass fiir s =
o+ it € U gilt:

1
= n(n) <A, VneN (4.2)

nO’

Definiere damit die Folge (My)nen durch M, = A, . Die Reihe > >° M,
konvergiert als Teilreihe von )7 A,. Dann gilt fiir alle s = o + it € U und
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4.1. Der Primzahlsatz

alle n € N:
In(p, In(p,) Gl (42)
n(f) = n({j) <A, =M, (4.3)
Pn Pn

Damit konvergiert nach Definition 2.1.7 die Reihe ZpeIP h;ff ) in H; normal.

(2) Es gilt:

1
Z @ normal konvergent auf Hj;

p iff.Satz \
peP SDtﬁ:zfg Z n(f) holomorph auf Hy
1 n atz 2.1. D
n(pn) holomorph auf Hy Vn € N peP

S
n

(4.4)

(3) Um die dritte Aussage zu beweisen, werden zuerst die drei folgenden Aussagen

(%) — (* * %) gezeigt:

(¥) Mit dem Differentiationssatz fiir unendliche Produkte (vgl. Satz 2.1.8)
und der Darstellung der (-Funktion als Eulerprodukt (Satz 3.1.3) gilt
fir s € Hj:

C6)swna y(p )Y

¢(s) Satz 2.1.8 —~ (1—p )1t
P_s:expi—sln(p)) _ Z — eXpl(—s ]n(p))
1—p—s
o ()
In(p
= > (4.5)
p€EP p 1
Sy (b
N S s( S __ 1)
= i)
Def.® ln p
- —0(9) =D s
S -1)
(*x) Die Reihe ZpEIP’ % ist normal konvergent und holomorph auf Hj /5.

Um die Konvergenz zu zeigen sei sop = o¢ + itg € Hj /o beliebig und P =
{p1,p2, ...} alle Primzahlen in aufsteigender Reihenfolge. Da die Reihe

Zpe]P’ h;(f ) auf H; normal konvergiert existiert zu $g = 20¢ + itg € Hjy
eine Folge M,, nicht negativer Zahlen, deren Reihe konvergiert und eine

Umgebung U C H; (vgl. Abb. 4.1) von $p, sodass fiir alle § = & + it € U
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4. Approximation der Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Gréfe

iR
A
U U H1/2
s, PR
/ \\ ’ \\
4 \ // \
! \ p \
! \ ] \
! | 0 \
g =~ |
[ ] [}
(F0e | s
! I
0 ! \
/ \ !
\ , \ /
\
3 = > R
1 N S
2

Abbildung 4.1.: Skizze zum Beweis der normalen Konvergenz der Reihe

In(p)
2 pep p*(p*—1)
gilt:
In(pn) | _ Inlpn) _ 0 (4.6)
Pn pr

Definiere die Umgebung U von sy durch U = {% +itlg+it e U} C Hy /o.
Weiter gilt fiir n > 2 und s = o + it € U:

5] = pg > pi? > py/* = V5 > 2

S
=-1>- p 2”‘
pal _ Ipy (4.7)
= 1oy~ 11 [l — 1> g - el =
s [P
Dann lésst sich fiir n > 2 und s = 0 + it € U jeder Summand der Reihe
durch
Gl (4.7 5 G+itel
sln(spn) é ) 21n§€n) _ 2ln§fn) 5:=20 21ngpn) G zSe oM,
pi(p, — 1) p7 Py Pi GL{46)
(4.8)
abschitzen und die Reihe > _ @) _yonvergiert normal auf Hj . Je-
pEP p*(p°—1) & 1/2:

der Summand der Reihe ist holomorph auf Hj /o, woraus mit der norma-
len Konvergenz und dem Differentiationssatz (Satz 2.1.8) die komplexe

Differenzierbarkeit auf H; /o folgt.
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4.1. Der Primzahlsatz

(* % %) Da die (-Funktion eine meromorphe Funktion mit der einzigen Polstelle
bei 1 ist (vgl. Lemma 3.2.2), ist die logarithmische Ableitung %/ ho-
lomorph auf C\ ({Nullstellen von ¢} U{1}), also auch meromorph auf
Hy /5.

Weiter im Beweis der urspriinglichen Aussage. Fiir s € H; ldsst sich mit (x)

die ®-Funktion wie folgt darstellen:

2(s) = I - Sy

S
-1

{J\
—~
Va)
~—

h auf H *
normal konvergent und holomorph auf Hy /5 (**) meromorph auf Fy /5 (x+%)

Damit ldsst sich ® auf H; o meromorph fortsetzen. Da der erste Teil in Glei-
chung 4.9 holomorph auf Hj /; ist und nach (* x ) der zweite Teil holomorph
auf Hy 5 \ ({Nullstellen von ¢} U {1}), hat ¢ nur Pole bei den Nullstellen von

¢ und bei eins. Fiir das Residuum bei eins gilt:

!

Resy(®) = Res, <i) — ordy (O)

LemmaéQ.? (2) 1 (410)

O

Lemma 4.1.5. Die ©-Funktion aus Definition 4.1.3
(1) ist wohldefiniert
(2) wichst nicht wesentlich schneller als z dh. es gilt: ©(z) € O(x)

Beweis. (1) Fiir beliebiges x € R ist die Summe > p ., In(p) endlich, also ist
© wohldefiniert.

(2) Die Behauptung folgt mit Bemerkung 2.1.6 (1) aus limsup @ < 00
T—00
Beweise zuerst durch Induktion die Gleichung;:
2n-(2n—1)-...- 1
g 2=l (4 (4.11)

n!
e Induktionsanfang: Die Behauptung gilt fiir n = 1, da 4 > 2 gilt.

e Induktionsvorraussetzung: Angenommen die Behauptung gilt fiir ein n €
N.
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4. Approximation der Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Gréfe

e Induktinsschritt: Es gilt mit 4(n + 1)(n+ 1) > (2n +2)(2n + 1):

n!
An+1)(n+1) 2n-(2n—1)-...-(n+2) (4.12)
n+1 n!
2n+2)2n+1)2n-2n—1)-...- (n+2)
- (n+1)!

Mit der durch Induktion bewiesenen Gleichung 4.11 gilt dann fiir alle n € N:

2n-2n—1)-...-(n+1)

22n >
- n!
_ . HpeN\IP’,n<p§2np
= I » !
peEP,n<p<2n
>1
keiner der Faktoren kiirzt sich mit - (413)
einem der Faktoren aus n!
> II »
peEPn<p<2n
P exp(6(2n) — O(n))
— ©O(2n)—-0(n) <2nln(2) VneN (4.14)
Dann existiert zu C' > In(2) ein A € R, sodass
O(z) — © (g) <Cr VYr>A (4.15)

gilt. Sei weiter (z,)nen eine beliebige Folge positiver, reeller Zahlen mit lim x,, = oo

n—oo
und (7, )nen eine passende Folge in N, sodass fiir alle n € N gilt:

Tn L,

Dann gilt fiir alle n € N auch:

Tn Tn

o8 (575) = 35 (6 (32) - (520)) < 0ne 35 3 <20m,

Gl. (4.15) und (4.16) S——
Tn . Reih
SCQ’;’YLL geom§2 eihe
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4.1. Der Primzahlsatz

(4.17)
. O (-n.) Gl (4.16) A
— @(x)§20+M < 20+6( ) VneN  (4.18)
T T T
= limsup @(x")’ < 00 (4.19)
n—00 Tn

Aus der Beliebigkeit der Folge (x,,)nen folgt die Behauptung:

lim sup ‘ @($)‘ < 00 (4.20)

T—00

O]

Es gilt sogar noch mehr, denn © ist asymptotisch dquivalent zu x. Daraus lédsst
sich der Primzahlsatz in wenigen Schritten ableiten. Deshalb ist das néchste Ziel,
diese Behauptung zu beweisen. Hierzu muss zuerst die Riemannsche (-Funktion bei

Realteil eins genauer untersucht werden, um anschlieffend mit dem Analytischen

Theorem (vgl. Satz 4.1.11) die Konvergenz des Integrals [ % zu beweisen.
Damit kann dann lim @
Tr—00

Aquivalenz zwischen © und x bedeutet (vgl. Notation 2.1.5).

= 1 bewiesen werden, was gerade die asymptotischen

Satz 4.1.6. Die Riemannsche C-Funktion hat keine Nullstellen in H.

Beweis. Mit Lemma 3.2.2 bleibt zu zeigen: ¢ hat keine Nullstellen mit Realteil eins.
Sei sg = 1 4 i € C eine beliebige komplexe Zahl mit Realteil eins. Im Fall o« = 0
ist sp = 1 keine Nullstelle von (, da bei eins die (-Funktion eine Polstelle hat. Zeige
im folgenden, dass sg = 1+ i« fiir @ # 0 eine Nullstelle der Ordnung null sein muss,
und damit keine ,,echte” Nullstelle ist.

Habe dazu 1+ia die Ordnung g und 1+ 2ia die Ordnung v. Dann miissen p, v € Ny
sein, da ¢ auf C\ {1} holomorph ist (vgl. Lemma 3.2.2). Zuerst drei Behauptungen

mit Beweis:

Behauptung (1). Sei g eine auf einer offenen Teilmenge U C C holomorphe Funk-
tion. Dann ist §, definiert durch g(z) := g(z), holomorph auf U := {z|z € U}.

Beweis. Da g holomorph ist auf U existieren u,v : {(x,y)|z + iy € U} — R stetig
partiell differenzierbare Funktionen mit g(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y) fir z + iy €
U. Diese erfiillen dann die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Um die
komplexe Differenzierbarkeit von § auf U nachzurechnen, iiberpriife die Cauchy-

Riemannschen Differentialgleichungen mit g(x + iy) = u(x, —y) + i(—v(z, —y)) fiir
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4. Approximation der Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Gréfe

x+iy € U. Es gilt:

CR-DG auf U

u(z, —y) Do (—v(x,—y)) Vo +iy € U

) CR-DG auf U = ¢ holomorph auf U

Qu(z, —y ov(x,—y) Vo +1iy € U

Behauptung (2). Sei sg eine Nullstelle von ¢ der Ordnung p dann ist auch sg eine
Nullstelle von ¢ der Ordnung .

Beweis. Nach Voraussetzung existiert eine Umgebung U von sg und eine auf U

holomorphe Funktion g, sodass fiir alle s € U:

((s) = (s —s0)"g(s) A g(s0) #0 (4.21)

AuBlerdem gilt mit U = {Z|z € U} und § : U — C definiert durch §(z) = g(2):

Lemma 3.2.2 (5) ——

* ((s) () =(s—%)"g(s) Vs €U
o §(30) = m £0 = 35¢ ist Nullstelle von ¢ der Ordnung p

e § ist holomorph auf U (vgl. Beh.(1))

Behauptung (3). Sei sp eine Nullstelle von ¢ der Ordnung pu, dann gilt fiir das
Residuum von ¢ in sp: Resg, () = —p

Beweis. Nach Voraussetzung existiert eine Umgebung U C H, /; und eine auf U
holomorphe Funktion g, sodass sich fiir alle s € U die ¢-Funktion durch {(s) =
(s — s0)*g(s) darstellen ldsst und g(sg) # 0 gilt. Sei V' C U, sodass g‘v keine
Nullstelle hat. Dann gilt fiir alle s € V:

o(s) L9 _CC/(S)_Z In(p)

(s)  Zp°-1)
_ ke g'(s) B In(p) (4.22)
(s — so0) 9(s) I% pi(p* —1)

hol h auf g
vcu
olomorph aut ¥ holomorph auf VCH, /o

Damit gilt im Fall x4 # 0 fiir das Residuum Resg,(®) = —p. Im Fall g = 0 ist s
eine hebbare Singularitdt von ® und das Residuum ist null. Zusammen ergibt sich

die Behauptung.
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4.1. Der Primzahlsatz

Wieder zuriick zum Beweis des urspriinglichen Satzes. Aus Behauptung (3), sowie

Lemma 4.1.4 (3) folgen die beiden Gleichungen

— Beh. (3) Resi4in(®) = lim (2 —1—ia)®(z) = lim e®(1 + € + i)
z—1+ia e\0
| e A G) B (@) = lim eB(1 + ).

(4.23)

Durch analoge Rechnungen und Verwendung von Behauptung (2) ergeben sich noch

die beiden Gleichungen

—pu = limed(l4+e—1
i EI\I‘I(I)G(jLE i)

. (4.24)
—v = limed(1 + e+ 2ia),
e\0
womit sich dann die finale Abschétzung ergibt:
Gl. (4.23) 2 4
6 — 8u —2v = lim O(1+e+ira)
GL (424) N0 =, 247
2
Def. & . 4 In(p)
L wm> S (, )
¢ Fet
N0 b e 2 —+r P ef+ira
4
) In(p) 4\ e
= lm) e ()T (4.25)
pelP r=0
Bin. g)rmel lim ln(p) ina(p—ia + 1)4
e\ p1+e (S ——
pEP i ia\4
:(p’7+p7) €R>o
> 0

W20 = ((1+ia)#£0

Da a € R\ {0} beliebig war, hat die (-Funktion keine Nullstellen auf der Achse mit
Realteil eins. O

Folgerung 4.1.7. Alle kritischen Nullstellen der Riemannschen (-Funktion liegen

innerhalb des kritischen Streifens.

Beweis. Die Nullstellenfreiheit auf der Achse mit Realteil eins (vgl. Satz 4.1.6) und
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4. Approximation der Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Gréfe

die Eigenschaften
e ( besitzt keine Nullstellen s mit Re(s) > 1.
e {—2k|k € N} sind die einzigen Nullstellen mit negativem Realteil.
e Die Nullstellen aus Hy \ H; sind Achsensymmetrisch zu {z € C|Re(z) = 3}.

aus Lemma 3.2.2 implizieren die Behauptung. ]

Lemma 4.1.8. Das Integral fooo %dw existiert.

Die Existenz des Integrals folgt als Spezialfall des Analytischen Theorems. Um
dieses formulieren zu kénnen, muss zuerst der Begriff der holomorphen Funktion

auf beliebige Teilmengen der komplexen Zahlen erweitert werden:

Definition 4.1.9. Sei A C C eine beliebige Teilmenge. Dann heifit eine Funktion
[+ A — C holomorph auf A, falls fiir alle a € A ein § > 0 existiert, sodass f|4np;(a)
auf Ds(a) holomorph fortgesetzt werden kann.

Bemerkung 4.1.10. (1) Fiir offene Teilmengen A C C stimmt Definition 4.1.9

mit der Standarddefinition iiberein.

(2) Die ®-Funktion lisst sich Holomorph auf Hj \ {1} fortsetzen.

Beweis. Sei zg € Hy \ {1}, dann existiert wegen Satz 4.1.6 ein beliebig kleines
0 > 0, sodass Ds(zp) keine Nullstellen von ¢ enthélt und 1 ¢ Ds(z) liegt. Da
sich die ®-Funktion holomorph auf Hj /5 \ ({1}U{Nullstellen von (}) fortsetzen
lasst (vgl. Lemma 4.1.4 (3)) und die {-Funktion keine Nullstellen mit Realteil
eins hat (vgl. Satz 4.1.6), ldsst sich auch ®[, )7 auf Ds(z0) holomorph

fortsetzen®. ]

Satz 4.1.11 (Analytisches Theorem). Sei f : Rt — R eine beschrinkte und lokal
integrierbare Funktion und g : Ho — C, definiert durch g(z) = [° f(t) exp(—zt)dt,
ist holomorph fortsetzbar auf Hy. Dann existiert das Integral fooo f(t)dt.

*An dieser Stelle geht ein, dass die Riemannsche (-Funktion keine Nullstellen mit Realteil
eins hat. Wire dies nicht der Fall, so wire die ®-Funktion nicht auf H; \ {1} holomorph und
das analytischen Theorems nicht anwendbar. Dieses ist aber fiir den Beweis der asymptotischen
Aquivalenz © ~ z und dem daraus folgenden Primzahlsatz essentiell.
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4.1. Der Primzahlsatz

Abbildung 4.2.: Im Beweis des Analytischen Theorems wird der Integralsatz von
Cauchy auf einen Weg entlang von 0C angewendet. Dieser héingt
von den beiden Parametern R und § ab. § wird dabei so gewéhlt,
dass die Funktion g auf D holomorph fortgesetzt werden kann.

Bemerkung 4.1.12. Die Funktion g aus Satz 4.1.11 ist wohldefiniert, da fiir eine
obere Schranke B von | f]| gilt:

|f(t)exp(—=zt)| < Bexp(—ot) Vz=o0+it€Hy, VtERT (4.26)
Wegen o > 0 existiert damit das uneigentliche Integral [ f(t) exp(—zt)dt.

Beweis. Seien die Funktionen f und g wie in der Behauptung. Die auf ganz C de-
finierte Funktion gr(z) = fOTf(t) exp(—zt)dt ist ganz fiir alle T > 0, da f lokal
integrierbar ist. Mit den Definitionen von g und gr muss fiir den Beweis des Ana-

lytischen Theorems die Existenz des Grenzwertes lim7_,o, g7(0) und die Gleichheit

lim g7(0) = g(0) (4.27)
gezeigt werden.

Sei dazu R > 0 beliebig und g nach Hy holomorph fortgesetzt. Dann existiert
wegen der Kompaktheit von [-2R,2R] und Definition 4.1.9 ein § > 0, sodass g
auch nach D = {z € C|Re(z) > —24,Im(z) € (—=2R,2R)} holomorph fortgesetzt
werden kann. Sei C' = {z € C||z| < R,Re(z) > —d} (vgl. Abb. 4.1.11) und 9C*
definiert durch: 0C* := 9C N {z € C|Re(z) = 0}
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4. Approximation der Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Gréfe

Dann gilt mit der Integralformel von Cauchy fiir alle 7" > 0:

g(0) — gr(0) & L /8 (62 ~9r()

2
exp(2T) (1 + %)
z
=h(z,T)

dz

211

1
= ( | @) =g nend [ aren - [ g(z)h(z,T>dz>

=1 (T) =1>(T) =I3(T)
(4.28)

Behauptung. Fiir B € R, sodass B > |f(¢)| fiir alle ¢t € R> gilt:

(1)
(2)
3)

(1)

\L(T)| <278 VT >0

|L(T)| <278 VT >0 (4.29)
lim I3(T) =0
T—oo

Fiir die beiden Integranden in I1(T) gilt fiir 2 = 21 + 420 € ICT und T > 0:

90 - o) = [T l@es(-zlar <5 [ ez = T2

AUngl. JT T Z1
2
z 1| 2=,z zZ+z 221
exp(zT) (1 + R2) 2 =" exp(x1T) N exp(le)ﬁ

(4.30)

Damit ldsst sich das Integral I1(7) mit der Standardabschitzung fiir alle
T > 0 wie folgt abschétzen:

B —nT 2 B
< Bexp(=aiT) -exp(le)ﬁ TR = 21— (4.31)

L(T

Da gr(z)h(z,T) als Funktion von z in C\ {0} holomorph ist, lésst sich anstelle
iiber dC~ auch iiber den Halbkreis C~ = {z € C||z| = R,Re(z) < 0}
integrieren. Mit analogen Abschéitzungen, wie in Gleichung 4.30 und 4.31

folgt die Behauptung.

In der Halbebene {z € C|Re(z) < 0} konvergiert exp(zT) fiir T" — oo kom-
pakt gleichméflig gegen null. Die beiden anderen Faktoren im Integranden

sind unabhéngig von T, weshalb die Behauptung gilt.

Um den Beweis des Analytischen Theorems abzuschlieen sei € > 0 und (7},)nen
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4.1. Der Primzahlsatz

eine beliebige Folge mit lim,, ., T, = co. Wihle N € N, sodass 21 13(Tn)| < §
alle n > N (moglich mit Gleichung 4.29 (3)) und R > 0, sodass 2 ﬁ < 5. Dann gllt
fiir alle n > N:

Gl. (4.28) 1
l97.(0) —g(O) = o ([(Tn)] + [12(To)| + [ 13(T0)1)
Gl. (4.29) QB
< 2 L) (4.32)
R
< €
Folge Tél;eliebig lim gT(O) g(O) =
T—o0

Beweis. (Lemma 4.1.8)
Sei P = {p1,p2,...} alle Primzahlen der Gréfle nach geordnet und pg := 1. Dann
l&sst sich zwischen der ®-Funktion und der ©-Funktion fiir s € H; folgender Zu-

sammenhang herleiten:

oo o0
S/o exp(—st)O(e')dt Subst.e'=a 8/1 i)s(fl) dx

existiert, da ©(z)=0(z)
Pk+1 @
- X /

© konst. auf [pg,pr+1) Z $7Pk+1
Pk
Umkl
e Zpk — 6(p1)) +O) g
:lrr(rpk) =0
= q)(S)

(4.33)

Fiir f(t) = O(e!)e™" — 1 sind die Voraussetzung aus dem Analytischen Theorem
4.1.11 erfiillt:

o fist lokal integrierbar, da f bis auf die Nullmenge {t € RT|e! € P} stetig ist.

e f ist beschrinkt, da O(z) = O(z) (vgl. Lemma 4.1.5(2)). Genauer existiert
nach der Definition von O ein K € RT und ein A € R, sodass fiir alle z > A
gilt:

O(z)| < Klz| (4.34)
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4. Approximation der Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Gréfe

Dann gilt fiir ¢ € Rt die Abschiitzung

A— Ung. Kletle Tt +1 =K +1 falls £ > In(A
#1017 et 1< {1 W
O(A4)+1 falls ¢t < In(A)
(4.35)
und die Funktion f ist beschrankt.
e Fiir z € Hy gilt:
o) = e
= / (exp(—zt)O(e')e™" — exp(—=zt))dt
0
z+1 [ ¢ 1
pu— —_ 1 _
z+1/0 exp (~t(z + 1)) O(c!)dt — -
alL @433 ®(z+1) 1
N z+1 z

Die Funktionen z+1 und z sind holomorph auf Hy und ungleich null. Deshalb
gilt:

— g(z) ist holomorph auf Hy, da ®(z + 1) holomorph auf Hy (vgl. Lem-
ma 4.1.4)

— g(z) ist holomorph fortsetzbar auf Hy

Beweis. ®(z + 1) lisst sich holomorph nach Hy \ {0} fortsetzen (vgl.
Bemerkung 4.1.10 (2)) und fiir das Residuum bei null gilt:

P(z+1) 1
R p—
es“( st 1 ) Z+1

Reso(®(z + 1)) ™2 4141 (4.36)
z=0

Damit hebt sich der einzige Term mit negativer Potenz in der Laurant-

entwicklung von @E:rll) (® hat einen Pol erster Ordnung bei eins) mit %

heraus und g ist holomorph fortsetzbar nach Hy.

Anwendung des Analytischen Theorems 4.1.11 liefert die Existenz des folgenden
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4.1. Der Primzahlsatz

Integrals, womit die Behauptung bewiesen ist:

> _ > et eft . Subst. z=e! OOM .
| s = [Tt —ar e f d (437)

72
O

Folgerung 4.1.13. Aus der Ezistenz des Integrals 100 %dw folgt die Existenz

der beiden Integrale:

/1 h <@(“"22_m> : da (4.38)

()* ist dabei fiir alle y € R definiert durch:

= YRR gy YD (459

0 sonst 0 sonst

Lemma 4.1.14. Die Tschebyscheffsche ©-Funktion ist asymptotisch dquivalent zu
x. Kurz gilt:

lim O(2)

T—00 I

=1

Beweis. Zeige zuerst die beiden folgenden Aussagen:

(1) VAi>13JAeRVez>A: O(z) < Mz
(2) VNa<13dBeRVx>B: O(x)> \x (4.40)

(1) (Beweis durch Widerspruch)
Angenommen: 3\; > 1VA € R Izg > A:  O(xg) > Mo

(C) monotgvachsend @(.%') > )\11'0 Vo > 70 (441)
Dann gilt:
A1Z0 O(t) —t Gl (441) A1z MZo—t . Subst. M —u
zo X0 u*a 1
(4.42)

Anschaulich reicht das fiir den Widerspruch schon aus, da die Abschétzung fiir
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4. Approximation der Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Gréfe

beliebig grofe A gilt und damit die Funktion 9(3;)27"’3 immer wieder Bereiche

hat (zo bis Azg), in denen das Intergal L ergibt. Dies ist ein Widerspruch zur
Existenz des uneigentlichen Integrals Lemma 4.1.8. Im folgenden wird das
Argument exakter ausformuliert:

Sei A1 wie in der Annahme und Ag = 1. Sei zg das kleinste xg > A, sodass
O(z0) > Mzo gilt. Wegen O(1) = 0 ist g # 1. Konstruiere induktiv zwei
Folgen (A;,)nen und (zp)nen:

App1 = My

, (4.43)
Tpy1 = min{x € Rlz > A4,,11,0(z) > Az}

Dann gilt mit der Notation aus Folgerung 4.1.13, der Definition der Folgen
(Ap)nen und (2,)nen und Gleichung 4.42:

/100 (@(tt)z_t)ert _ i) </: (@(tt)Z—t)ert_,_/:wn (@(tt)Q—t)ert)
2 ) R "

(4.44)
o) —t
é zur Existenz des Integrals / (t)th (vgl. Folgerung 4.1.13)
1

Die Negation der angenommenen Aussage liefert die erste Behauptung.

(2) Der Beweis der zweiten Aussage geht analog. Die negierte Behauptung wird

40

angenommen. Dann lasst sich fiir passendes, aber beliebig grofles, z € R und

L € RT das folgende Integral analog zu Gleichung 4.42 durch

/ %;tdt <L<0 (4.45)
Aox t

abgeschétzt, was zur Divergenz des Integrals floo <%) * dt und damit zum

Widerspruch fiihrt.



4.1. Der Primzahlsatz

Aus (1) und (2) folgt:

VA1 >1, da<1dAeER: )\2<@Sc><)\1 Vo > A
© 4.46
=VecRTJACcR: 1—e<§cx)<1+e Ve > A (4.46)
= ‘%—1‘<€
L . . O(x)
= Der Grenzwert existiert und es gilt: lim =1 O

r—00 I

Mit der gerade bewiesenen asymptotischen Aquivalenz von © und x (Lemma 4.1.14)

lasst sich schlussendlich der Primzahlsatz beweisen.

Beweis. (Primzahlsatz)
Zu zeigen: lim 7r(mx) =1
T—00 n(z)

Im folgenden Beweis bezeichnet p immer eine Primzahl. Dann gilt fiir alle z € R<q:

ef. ef.r @(IE)
O(2) "Z% Y n(p) < Y (z) "E (@) n(z) = w(z) > (4.47)
p<z p<z In(z)
Sei € € (0,1). Dann gilt fiir alle z € R+ folgende Abschétzung:
O(x) Del© Z]n(p) > Z In(p) > Z In(z'¢)
p<z rl-e<p<z rl-e<p<z
= (m(z) — m(2'7)) In(z' )
m(y)<y VyeR -
27 (1 - o) (n(a) - 217)
In(z1=¢)>0
9('1:) 1—e¢
<
= @S T T
(4.48)

In(x)

Multiplikation der Gleichungen 4.47 und 4.48 mit liefert fiir beliebiges € €

(0,1):
e © 1
T T xz°
—— In(x) ~—— ——
Lemma 4.1.14 Lemma 4.1.14
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4. Approximation der Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Gréfe

Approximation der Funktion f

I 2.0
1o [Fir kieine x-Werte

-
o
o

Realtiver Fehler

—— relativer Fehler gy~f
relativer Fehler g,~f

1.5

" \
0.51
150 5‘0 Zéﬂ

— fx)=x*
— qulx) =x*+100x7 0.0
0.0 +— g2(x) = x* = 100* x>7

y-Achse

TrEr T
il R A

°
2

0 2000 4000 6000 8000 10000 0 50 100 150 200 250 300
x-Achse
x-Achse

Abbildung 4.3.: Es handelt sich um ein einfaches Beispiel zur Interpretation der
asymptotischen Aquivalenz. Die Funktion f wird durch die beiden
Funktionen ¢g; und go approximiert. Im linken Bild sind die Gra-
phen aller drei Funktionen dargestellt, wiahrend im rechten Bild
deren relative Abweichungen aufgetragen werden.

Also gilt lim, oo ﬂ(,(fi = 1 und der Primzahlsatz ist bewiesen. O
In(z

4.2. Verschiedene Approximationen der m-Funktion

Der Primzahlsatz sagt fiir die Funktion der Primzahlen unter einer gegebenen
Schranke aus, dass diese asymptotisch dquivalent zu % ist. Daraus ergeben sich
Riickschliisse iiber die Verteilung der Primzahlen. Folgendes Beispiel soll an drei
einfachen Funktionen die Konsequenzen der asymptotischen Aquivalenz verdeutli-

chen.

Beispiel 4.2.1. Seien f, g; und go durch f(x) = 2%, g1 (z) = 2*—10023 und go(x) =
% — 100227 auf RT definierte Funktionen. Alle drei sind paarweise asymptotisch

dquivalent dh. es gilt:
f~g N [~ AN gi~g (4.50)

Im Schaubild 4.3 (links) ist zu sehen, dass die Funktionen g; und gy sich fiir grofie
x nicht an f anndhern. Das Gegenteil ist der Fall: Die Differenz wird immer grofler.
Betrachtet man aber die relative Abweichung W fiir i € {1, 2}, so geht diese
fiir beide Funktionen gegen null. Der entscheidende Unterschied zwischen g; und g
besteht darin, dass die relativen Abweichungen unterschiedlich schnell gegen null
gehen (vgl. Abbildung 4.3 rechts).
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4.2. Verschiedene Approximationen der w-Funktion

Beispiel 4.2.1 zeigt, dass m ~ % keinesfalls bedeutet, dass % sich 7 annéhert.

Die Differenz |m(z) — %| geht im allgemeinen fiir grofie x gegen unendlich. Uber
die relative Abweichung % lassen sich unterschiedliche Approximationen g,
welche asymptotisch dquivalent zu 7 sind, vergleichen. Zunéchst wird eine Definiti-
on eingefiihrt, um relative und absolute Abweichungen voneinander zu unterschei-
den. Auflerdem wird ein Kriterium definiert, welches das Vergleichen verschiedener

Approximationen erlaubt:

Definition 4.2.2. Seinen zp € Rund f,¢1,92 : [x0,00) — R Funktionen, die

paarweise asymptotisch dquivalent sind.

(1) Dann definiere fiir x € [z, 00) den absoluten Fehler der Approximation f ~ g;
durch |f(z) —g1(x)| und falls g; (x) # 0 den relativen Fehler durch W.

1(@)]

(2) Nenne die Funktion g; eine bessere Approzimation der Funktion f, als die
Funktion g9, wenn der absolute Fehler der Approximation ¢g; ~ f lang-

samer wichst als der absolute Fehler der Approximation go ~ f. Kurz:

|f — g1 € o(|f — g2l)

Bemerkung 4.2.3. Fiir die Funktionen aus Beispiel 4.2.1 gilt:

lim M — Lim 100227 _ Bemerkug 2.1.6 (2)

z=oo |f(x) — g1(x)|  z—oc0 10023 (92— f) € olgr—f)

(4.51)

Demnach ist, wie aus dem Schaubild 4.3 zu erwartet, go eine bessere Approximation

der Funktion f, als ¢;.

Das Ziel ist eine Funktion zu finden, die die 7-Funktion moglichst gut, im Sinne
der Definition 4.2.2 (2), approximiert. Folgender Satz liefert eine grofie Auswahl

moglicher Funktionen:
Satz 4.2.4. Die fiir beliebiges A € R definierte Funktion

fA:(eA,oo)* — R mit f(a:)zl ° (4.52)

n(z) — A

ist asymptotisch dquivalent zu w. Kurz: w ~ fa

*Wiihle den Definitionsbereich © > e, damit In(z) — A > 0 gilt und die Funktion auf dem
ganzen Definitionsbereich wohldefiniert ist.
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4. Approximation der Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Gréfe

Beweis. Mit dem Primzahlsatz (Theorem 4.1.2) gilt fiir beliebiges A € R:

.om(x) o m(x) fo(x) — lim m(z) In(z)— A _

=i (Gote) - 5G Shem) ! w
e |

= 7~ f4 VAER O

Aus sorgfiltigen Rechnungen mit vollstdndigen Datensétzen von 7(z) hat Le-
gendre 1808 die zur Konstanten A = 1,08366 gehorende Funktion fi gg366 als beste
Approximation von 7 gefunden [vgl. Zag77, S.§].

Auch Gauss hat sich mit der Verteilung der Primzahlen beschéftigt und aus Empiri-
schen Untersuchungen* herausgefunden, dass die Frequenz der Primzahlen um eine
grofie Zahl x etwa ﬁ ist. Dies hat ihn zu der Annahme gefiihrt, dass 7(z) durch

den Integrallogarithmus Li(z) approximiert werden kann. Dazu folgende Definition:
Definition 4.2.5. Nenne die Funktion

z
Li: R — R mit Li(z) = —dt
>1 @)= In(f)

den Integrallogarithmus.

Lemma 4.2.6. Der Integrallogarithmus ist differenzierbar auf R<q1 mit:

1
Li'(z) =
i) In(z)
Beweis. Sei z € Rs. Mit der Standardabschitzung fiir Integrale und —~ monoton

In(t)
fallend gilt fiir A > 0 mit x + h > 1:

1 1o Li(x +h) — Li(z) 1 (""" 1 1
< = = — ——dt < .
In(z+h) ~ h /m In(t) d h h /:,3 In(t) = In(x) (4:54)

L) = i Li(x—l—h})L—Li(x) _ hi»c) (455

O]

*GauB hat schon im Alter von 15 Jahren den Primzahlsatz gefunden (nicht bewiesen!), indem
er mit einer Logarithmentafel Primzahltabellen angefertigt hat. ,,In einem Brief an Enke [Gau72,
S. 444-447] beschreibt er, wie er ,sehr oft einzelne unbeschiftigte Viertelstunden verwandt‘ habe,
;um bald hie bald dort eine Chiliade [das heifit ein Intervall von 1000 Zahlen] abzuzéhlen‘, bis er
schliefllich die Primzahlen bis 3 Millionen (!) aufgezihlt und mit den Formeln verglichen hatte®
[Zag77, S.8].
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4.2. Verschiedene Approximationen der w-Funktion

Satz 4.2.7. Der Integrallogarithmus ist asymptotisch dquivalent zur w-Funktion.

Kurz: m~ Li
Zuerst ein Lemma, welches im Beweis von Satz 4.2.7 verwendet wird*.

Lemma 4.2.8. Firn € N gilt:

. In™(x) [ 1
1 dt =0 4.56
o T / ln"+1(t) ( )

Beweis. [Der Beweis orientiert sich an Edw74, Kap. 5.4 S.85] Sei n € N beliebig

und z € Rsy. Die Funktion ist monoton fallend. Deshalb lésst sich das

1
ln(”+1)(t)
Integral mit der Standardabschitzung fiir Integrale wie folgt abschétzen:

1/2

In"(z) /r 1 In"(x) /m 1 In"(z) /z 1
dt = ——~= + -
zJy W™D () z Jy m) oz 2172 I (¢)
—_—
L1/2_ w—el/2 a1 ozl/2
S ln(n+1)(22) S ln(n+1) (:1;1/2) =2+t ln(n+1) (x)
1 In"(x) 2 In"(z) 20+ 2(n+1)

m @) 22 o) T In(z) In(z)z!/?

T—00

0 O

Beweis. (Satz 4.2.7) Die Asymptotische Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation (vgl.
Bemerkung 2.1.6). Deshalb muss wegen des Primzahlsatzes m ~ ln(%) (Theorem 4.1.2)
nur Li ~ ﬁ gezeigt werden. Mit partieller Integration lésst sich der Integralloga-

rithmus zu

N LA U 1
Ll(l‘)—/2 ln(t)dt_ln(:n) ln(2)+/2 an(t)dt (4.57)

umschreiben. Dann gilt

Li 2 | 1 ro1
im 2 T OBt ( n(x) / . dt) =1  (4.58)
T—00 Wn(z) ]n(2) r—o0o I T—00 T 9 In (t)
=0 Lemma 4.2.8
Spezialfall n=1
und die Behauptung ist bewiesen. O

*Das Lemma ist allgemeiner, als es im Beweis benotigt wird. Fiir die Fille n=2 und n=3 wird
es in einem spéteren Beweis noch einmal gebraucht, deshalb die Version fiir beliebiges n € N.
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4. Approximation der Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Gréfe

Approximation der Funktion

—n
—— fo (Primzahlsatz)
i f1, 08366 (Legendre)
800 —— Li (GauR)
600 -
[}
)
c
b
4. 400
200 A
0 -
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
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Abbildung 4.4.: In diesem Schaubild werden die drei zu = asymptotisch
dquivalenten Funktionen fy, f10s366 und Li dargestellt.

Schaubild 4.4 zeigt die drei Approximationen fy, f1 0s366(Legendre) und Li(GauB)
der w-Funktion. Auffillig ist vor allem die deutlich bessere Approximation durch
das Einfiihren der Konstante A=1,08366 von Legendre im Vergleich zu A=0. Es
wird sich spéter herausstellen, dass fiir A=1 die w-Funktion noch besser angenéhert
wird. Im Bild scheint die Approximation von Legendre besser zu sein als die Appro-
ximation von Gaufl durch den Integrallogarithmus. Fiir groflere x ist dies nicht mehr
der Fall. Um dies zu beweisen, braucht man eine Abschétzung des relativen Fehlers

der Approximation 7w ~ Li. De la Vallée Poussin hat 1899 folgenden Satz beweisen:
Satz 4.2.9 (De la Vallée Poussin). Es existiert eine Konstante ¢ € RT, sodass sich

der relative Fehler der Approximation m ~ Li fiir hinreichend groffe x durch

[m(2) — Lix)] _ . /emm(@)
| Li(x)]

abschdatzen ldsst.

Beweis. [Ausfiirhlich in Edw74, Kapitel 5.2 und 5.3]
Grundlegend fiir den Beweis des Primzahlsatzes (Theorem 4.1.2) ist die Nullstellen-
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4.2. Verschiedene Approximationen der w-Funktion

freiheit der Riemannsche (-Funktion auf der Geraden mit Realteil eins. Der Beweis
der Abschitzung von de la Vallée Poussin basiert auf einer strengeren Aussagen
[Beweis vgl. Edw74, Kapitel 5.2]:

Es existieren Konstanten ¢ € R™ und K € R.1, sodass fiir alle kritischen

Nullstellen p = 8 + iy der Riemannschen (-Funktion mit v > K gilt:

In(v)

Damit lasst sich dann die gewiinschte Abschéitzung des relativen Fehlers der Ap-

b<1—

* (4.59)

proximation 7 ~ Li beweisen [vgl. Edw74, Kapitel 5.3]. O

Folgender Satz gibt Aufschluss iiber die Frage, welche der Funktionen f,4 fiir

A € R und Li die w-Funktion am besten approximieren.

Theorem 4.2.10. (1) f; ist unter allen f4 mit A € R die beste Anndiherung an

.

(2) Der Integrallogarithmus Li approximiert w besser als fi.

Bevor Theorem 4.2.10 bewiesen wird zwei Lemmata, die fiir den Beweis benotigt

werden:

Lemma 4.2.11. Zu A € R existieren Konstanten a,c,d € R und eine Funktion

g:Rs1 — R, mit m)”ﬂfx)lc\/m < 1 fiir hinreichen grofies x, sodass fiir alle x €
wnx)le

(elAl, 00) gilt:

(1) Ja) =4
1

(2) Li(z) :1?)+ - —|—a+2/;1dt (4.60)

< , i
(3) m(x) = Li(z)+g(x)

*Die Lage der kritischen Nullstellen der Riemannschen ¢-Funktion werden auf einen kleineren
Bereich als den kritischen Streifen eingeschrénkt. Trotzdem koénnen diese fiir grole Imaginérteile
beliebig nahe an der Achse mit Realteil 1 liegen. Es konnte bis heute fiir kein a < 1 gezeigt
werden, dass alle kritischen Nullstellen Realteil kleiner gleich a haben (Fiir a = § wére damit die
Riemannsche Vermutung gezeigt). Dies ldsst vermuten, dass unter Annahme der Riemannschen
Vermutung eine noch bessere Abschitzung des relativen Fehlers der Approximation 7w ~ Li gezeigt
werden kann. Dazu mehr in Kapitel 5 , Die Fehlerabschétzung in m ~ Li und die Riemannsche
Vermutung“.
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4. Approximation der Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Gréfe

Beweis. (1) Sei A € R und z € (el4l, 00), dann gilt ‘ﬁ’ < 1 und mit der

geometrischen Reihe lésst sich f4 wie folgt umschreiben:

Def. fa x geom. Reihe & = Al .z > A’LLL‘
fatw) == In(z) — A N In(z) ; In’(z) In(z) +; (D) (z)

(4.61)

(2) Sei x € (el 00), dann gilt mit dreimaliger Partieller Integration:

P x 2 o1
21 - ¥ dt
In(z) In(2) Jy In%(t)
P.I x x 2 2 /x 1
2 + - o [ o —dt
In(z) 1n%(z) In(2) 1n?(2) o In3(t)
P.I T T o0 2

I
_|_

2 4 o1
In(z)  In?(x) - In3(z) " In(2)  In? 2) a In?(2) +6/2 %dt

—

(4.62)

(3) Definiere g auf R-; durch g(x) = m(x) — Li(z). Dann gilt nach Definition
von g, wie gefordert, 7(z) = Li(x) 4+ g(z) fiir alle z € R>;. Wegen Satz 4.2.9

existieren ein ¢, B € R, sodass fiir x > B gilt:

— Li — Li
7@) L@ _ g L @ _ @) L@l
’Ll(m)’ |Li($)|€7 cln(x) ’Li(x)’ef\/cln(:p)
(4.63)
O
Lemma 4.2.12. Fiir c € R* und n € N gilt:
. In™(x)
lim =0 4.64
T—00 e\/cln(ac) ( )

Beweis. Sei ¢ € RT und n € N fest. Zeige zuerst durch Induktion:

n kLiop — n\"~ T
< In"(z) )k = Cr =) @) {0,..2n} Vo € Roy  (4.65)

cln(x) ck/2 6\/cln(x)

e
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4.2. Verschiedene Approximationen der w-Funktion
wobei mit ()* k-maliges anwenden von L’Hospital gemeint ist und fiir & = 0 das
Produkt H] O(Qn —j) = 1ist.

e Induktionsanfang: Die Behauptung gilt fiir k=0 mit H (2n —j) =1 offen-
sichtlich.

e Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir ein k& € {0,...2n — 1}.

e Induktionsschritt: Um die Behauptung fiir k41 zu zeigen sei z € R<;. Dann
gilt:

(3000 Y e D) ity
€ ) ck/2 (e\/my
k1 : L
Hj:() (2n _]) (n — 5) n( k/2 1)(1.)2 cln(x) (4.66)
Ck/Q emc
H?:o@” — 7) In(=+1/2) (4
clk+1)/2 e cln(z)

cln(z

Damit ist Gleichung 4.65 gezeigt und mit 2n-maligem anwenden von L’Hospital
gilt:
2n—1 .
n"(2) vhogpital [TjZ0 Cn=9) | - @) _ (4.67)

=00 ,4/cln(z) Gl (_4,65) ch =00 cln(z)

Beweis. (Theorem 4.2.10)

(1) Um die Behauptung zu beweisen muss der Grenzwert fiir x gegen unendlich
des Quotienten der beiden absoluten Fehlern betrachtet werden (vgl. Defi-
nition 4.2.2). Sei dazu A € R\ {1} beliehig und z € (ell,00). Dann gilt
mit den Konstanten a,c,d € R und der Funktion g aus Lemma 4.2.11 durch

ineinander einsetzen der drei Gleichungen 4.60:

m(x) = fi(x) = w(x)—Li(z) + Li(z ) Sz )
= g(x)+a+2/ Z z+1)

2

Iy SN vy

(4.68)
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4. Approximation der Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Gréfe

2
Durch erweitern mit 2 ()

=Mz ldsst sich der Quotient der absoluten Fehlern ohne
Betrag fiir « € (el4l, 00) wie folgt schreiben:

(%) 22240 Lemma '4-2.8 (n=2) (%)
1 lnz(az)g(x) “ In? (z) 9 lnz(a:) | = 1
S A | A gdt—) =)
m(z) — fi(z) . z v Jp () (11— AW Y (x)
I W) W) W) L s A,
4—/ N—— v 2 In (t) i=2 (1 - A) In* )(CC)
(%) i R

Lemma 4.2.8 (n=2)

()
(4.69)

(¥) Um den Grenzwert von () fiir z — 0o zu berechnen wird mit Li(z)e™V cln(z)
erweitert. Dies liefert:

In?(z)g(x) 9@ Li@) )
€T Li(z)e™V cln(z) ln?x) eVeln(x)
—— ~——
x hinreichen grof3 r =0 H_oo) 0 (470)
Satz 4.2.7 Lemma 4.2.12
Vorraussetzung g
1 2
— lim @9 _
T—00

X

(x%) Fiir z € (el 00) mit > e und Z € {1, A} gilt mit der geometrischen
Reihe: '

Z A - 72 i< Z >igeom.£{eihe* 72
2100 (p)  In(e) 2= \1

- n(z) In(z) — Z (471)

o)

1
= Z=1: lim - =0 4.73
T—300 ; (1+ A) ln(%fl)(w) ( )
Z=A: lim i A : =0 (4.74)
2200 = (1 4+ A) In Y (z)

50

Aus den Betrachtungen der Grenzwerte von (x), (s*) und Gleichung 4.69 folgt:

<z = ‘A <1

In(z)

Ze{1,A}

=
el =

In(z)

(4.72)
In(z)



4.2. Verschiedene Approximationen der w-Funktion

o 7@ = (@) _
. m(x) = fi(=)|
lim —F—— =
= () fa() !
emerkung 2.1. ( ) ’W_fl‘ c 0(|7T_fA’) (476)

Definition 4.2.2 -
= f1 approximiert 7 besser als f4

Da A € R\ {1} beliebig war, ist die Behauptung bewiesen.

(2) Analog zu eben lassen sich die Differenzen der Approximationen m ~ Li und

7 ~ f1 mit Lemma 4.2.11 fiir x € (e, 00) als

m(z) - Li(x) = g()

o1 > x x
")) = g d s [ =3
(4.77)

schreiben. Dann gilt durch erweitern mit mi"% fiir alle x € (e, 00):

T — 00
0

analog zu ()

——

()9 ()
n(x) — Li(x) -
m(x) = fi(z) In®(z)g(x) In®(z) nd(z) [© 1 > 1
x *d x 0 x /2 In*(t) = Z (=2 (z) !
—_—— ~—— =3
anal’(‘)g zu (*) 0 - 0 o . 0 e 0
Lemma 4.2.8 (n=3)

analog zu (**)

(4.78)

Daraus folgt lim, % = 0, womit die Behauptung bewiesen ist. [

Eine noch bessere Anniherung an 7 hat Riemann in seiner Arbeit , Uber die
Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grofie [Rie59] herausgefunden. Im
Vergleich zu den beiden Annédherungen von Legendre und Gauf}, welche aus empi-
rischen Untersuchungen hervorgingen, haben theoretische Uberlegungen Riemann

auf die nach ihm benannte Riemannsche R-Funktion gefiihrt:
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4. Approximation der Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Gréfe

X () Li(z) R(x) w(z) — Li(z)| |7(x) — R(z)]

100 000 000 5 761 455 5762209 5 761 552 754 97
200 000 000 11 078 937 11 079 975 11 079 090 1038 153
300 000 000 16 252 325 16 253 409 16 252 355 1 084 30
400 000 000 21 336 326 21 337 378 21 336 185 1 052 141
500 000 000 26 355 867 26 356 832 26 355 517 965 350
600 000 000 31 324 703 31 326 045 31 324 622 1 342 81
700 000 000 36 252 931 36 254 242 36 252 719 1311 212
800 000 000 41 146 179 41 147 862 41 146 248 1 683 69
900 000 000 46 009 215 46 011 649 46 009 949 2 434 734

1 000 000 000 50 847 534 50 849 235 50 847 455 1701 79

Tabelle 4.1.: In der Tabelle sind einige Werte der m Funktion denen des Integrallo-
garithmus und der Riemannschen R-Funktion gegeniibergestellt [vgl.
Zag77, S.10]. In den beiden letzten Spalten werden die absoluten Feh-
ler dargestellt.

R(x) =Li(z) + Y “S")Li(xi)
n=2

mit der Mobiusfunktion

p(n) =

(4.79)

(—=1)¥ Die Primfaktorzerlegung ist quadratfrei, wobei

k = Anzahl der Primzahlen in der Primfaktorzerlegung

0 sonst

(4.80)

Abbildung 4.1 zeigt die erstaunliche Uberscheinstimmung der Riemannschen R-

Funktion mit der tatsidchlichen Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grofle.
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5. Die Fehlerabschatzung in 7 ~ Li und
die Riemannsche Vermutung

Im letzten Kapitel wurde der Primzahlsatz (7 ist asymptotisch dquivalent zu %)
bewiesen und der Integrallogarithmus als bessere Approximation der Primzahlen
unter einer gegebenen Schranke gefunden. In diesem Kapitel wird die Approxima-
tion der m-Funktion durch den Integrallogarithmus mit der Riemannschen Vermu-
tung in Verbindung gebracht. Im Beweis der Abschéitzung des relativen Fehlers
der Approximation m ~ Li von De la Vallée Poussin spielt die Nullstellenfreiheit
der ¢-Funktion in einem Bereich der Achse mit Realteil eins eine zentrale Rolle.
Dies lidsst vermuten, dass unter Annahme der Riemannschen Vermutung eine noch
bessere Abschétzung des relativen Fehlers als von De la Vallée Poussin gefunden
werden kann. Dafiir wird im ersten Teil dieses Kapitels die Formel von von Mangoldt
behandelt, welche die Primzahlen in Form der sogenannten W-Funktion mit den kri-
tischen Nullstellen der Riemannschen ¢-Funktion in Verbindung bringt. Damit wird
im zweiten Teil unter Annahme der Riemannschen Vermutung die Abschétzung von
De la Vallée Poussin verbessert und im dritten Teil mit einer dquivalenten Formu-

lierung der Riemannschen Vermutung das Kapitel abgeschlossen.

5.1. Von Mangoldts Formel

Der Zentrale Satz dieses Kapitels ist die Formel von von Mangoldt. Urspriinglich hat
von Mangoldt diese Formel im Rahmen des Beweises von Riemanns Hauptformel
aus der Arbeit ,Die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grofie®[Rieb9)]
verwendet. Riemanns Hauptformel [vgl. Edw74, S.22 und S.48]:

J(x)t = % Z %—l— Z % = Li(x)—z Li(xp)—ln(Q)—i—/:coo 75(752—11)111(t)dt Vo € Ry
P P

pr<z n<z

"Riemann selbst schrieb dafiir f(x). Hiaufig wird auch die Notation II(z) verwendet. Die Be-
zeichnung J(z) wird von Edwards [Edw74] iibernommen, um Missverstindnisse mit der II-Funktion
II(z) =T'(z + 1) und ,normalen“ Funktionen f zu vermeiden.
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5. Die Fehlerabschéitzung in m ~ Li und die Riemannsche Vermutung

(5.1)

Von Mangoldts Formel trigt alle Informationen, die in Riemanns Hauptformel ent-
halten sind und ist fiir weitere Uberlegungen einfacher anzuwenden. Deshalb wird
in dieser Arbeit auf eine genaue Untersuchung von Riemanns Hauptformel verzich-
tet und alles weitere ausgehend von von Mangoldts Formel abgeleitet. Das folgende
Vorgehen orientiert sich an Edwards [Edw74, Kapitel 3|. Zuerst die Definition der
W-Funktion:

Definition 5.1. Definiere die Mangoldt-Funktion A und die V-Funktion durch:

_ kf" P
A: N — R mit  A(n) :{l”(p) n=p-firpePkeN

0 sonst (5.2)
v: R — R mit Y(z) = Z A(n)

neN, n<zx

Lemma 5.1.1. Zwischen der V-Funktionen und der ©-Funktion besteht folgender

Zusammenhang:

U(x) = i@(ml/k) Ve e R
k=1

Beweis. Sei x € R. Dann gilt:

\I/(ZL') De:f.\I/ Z A(TL) De:f.A Z ln(p) umsor:tieren i Z ln(p) De:f.® i @(xl/k)

neN neN, n<z k=1 peP k=1
n<z JkeN, IpelP: ’n:plc Pkf-’ﬂ

(5.3)

O

Satz 5.1.2 (Von Mangolds Formel). Mit einer passenden Konstante c € R gilt fir
alle x € Rs1 \ N:

—2n

P T
\I'(ac)::c—Z——F o +c
14 P neN

Bei der ersten Summe wird Gber alle nicht trivialen Nullstellen der Riemannschen

¢-Funktion mit aufsteigendem |Im(p)| summiert.

Von Mangoldts Formel liefert einen Zusammenhang zwischen den nichttrivialen
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5.1. Von Mangoldts Formel

Nullstellen der Riemannschen (-Funktion und der W-Funktion, welche die Informa-
tionen der Primzahlverteilung beinhaltet. Folgender Satz ist ein wichtiger Bestand-
teil im Beweis. Von ihm kommt die Summe iiber die nichttrivialen Nullstellen der
Riemannschen (-Funktion. Der Satz liefert eine Art Produktdarstellung der Rie-
mannschen (-Funktion in Kombination mit der I'-Funktion. Schon Riemann ver-
wendete in seinem Paper ,,Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen
Grofe“ [Rieb9] diese Produktdarstellung, hat diese aber noch nicht bewiesen. Ha-
damard verdffentlichte den ersten Beweis 1893 in seinem Paper [Had93]. Der Beweis
von Hadamard war in diesem Gebiet einer der wichtigsten Fortschritte!. Damit war
der Anstofl zum Beweis von von Mangoldts Formel und damit zum Zusammenhang
der Riemannschen Vermutung und der Verteilung von Primzahlen gegeben (vgl.
Kapitel 5.2 und 5.3).

Satz 5.1.3. Es gilt fiir s € C folgende Produktdarstellung:
i —8/2(g _ _ - _5
r (2 + 1) 752(s — 1)¢(s) 1;[(1 ) (5.4)

Das Produkt auf der rechten Seite konvergiert normal in C. p lduft dabei, geordnet
nach den Paaren p und 1—p, tber alle nicht trivialen Nullstellen der Riemannschen
(-Funktion.

Beweis. Ein Beweis, basierend auf Hadamard*, ist in Edwards [Edw74, Kapitel
2] ausgefithrt. Wesentlich im Beweis der normalen Konvergenz des unendlichen
Produktes ist, dass die Anzahl der kritischen Nullstellen in der Umgebung |p— 3| <
R XKleiner ist, als ein vielfaches von RIn(R) fiir R — oo. Diese Abschétzung ldsst
sich als Spezialfall von einem Theorem von Jensens ableiten [vgl. Edw74, S.40]. Im

weiteren Verlauf des Beweises wird die analytische Funktion F fiir s € C durch
r'(s+ Dr=5/2(s —1)¢(s)
o1
HP (1 B p—z)

definiert und gezeigt, dass Log o I’ konstant ist. Durch exponieren ergibt sich dann

F(s) = (5.5)

die Behauptung. O

"Von Mangoldt sagt iiber den Beweis von Hadamard: ,[It’s] the first real progress in the field
in 34 years“ [vgl. EdwT74, Kapitel 2, S.39]

*1893 veroffentlichte Hadamard ein Paper [Had93] iiber die Produktdarstellung ganzer Funk-
tionen. Eine Konsequenz daraus ist die zu beweisende Produktformel.
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5. Die Fehlerabschéitzung in m ~ Li und die Riemannsche Vermutung

Bevor auf Grundlage des vorherigen Satzes die Formel von von Mangoldt (Satz 5.1.2)

bewiesen wird zwei Lemmata.

Lemma 5.1.4. Fiir die logarithmische Ableitung der Riemannsche -Funktion gilt
auf Hy*:

(s) _ s s s ¢'(0)
2) — = -y —F+ - Vs e H
G s R Dy Py R D rrEa Ty R () !
Mit Zp ist die Summe dber alle nichttrivialen Nullstellen der Riemannschen (-
Funktion mit aufsteigendem |Im(p)| gemeint. Alle auftretenden unendlichen Sum-

men konvergieren normal auf Hy .

Beweis. (1) Wegen A(n) < In(n) fir alle n € N und der normalen Konvergenz
der Reihe > 7 In(n)n~* in H; konvergiert auch ) >, A(n)n~° normal in
H; (Ausfiihrlicher Beweis analog zum Beweis von Lemma 4.1.4(1)). Seien

P = {p1,p2, ...} alle Primzahlen in aufsteigender Reihenfolge. Dann gilt mit

= —s k —s R —s kgeom. Reihe _ ¢ 1 1 .
(*) Z(pj ) =P; Z(pj ) = D; = VjeN

—s s _
k=1 k=0 L=p;7 pj—1

(wegen |pj_s| = p; B o pj_1 <1 Vj e N gilt der zweite Schritt)

(%) g(s) --3 () s e H,  (vel Gleichung 4.5)

*Die zweite Gleichung gilt sogar auf C\ ({1} U {Nullstellen von (}). Fiir das weite Vorgehen
geniigt die Aussage wie im Lemma.
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5.1. Von Mangoldts Formel

oA PEN SIS () AG))

normale Konvergenz

n=2 J=1 k=1 ~— T
=(r;")" % Min(p;)
o0 5.7)
= In(p;)—
j=1 pj 1
() _¢(s)
¢(s)

(2) Sei s € Hy. Dann folgt durch logarithmisches ableiten beider Seiten der Glei-

chung
D(S + D/ (s — 1)C(s) = ;lp]u -3) (5.8)
aus Satz 5.1.3:
U341 1 L1 (L0

ZS)) (5.9)
5

Umstellen nach —%, einsetzen der logarithmischen Ableitung von I' aus
Folgerung 2.2.6 (2) (anwendbar, da Re(s) > 1 = Re(§ + 1) > 0) und ausnut-
zen der normalen Konvergenz des Produktes [ (1 — %) (vgl.Satz 5.1.3) mit

dem Differentiationssatz fiir unendliche Produkte liefern:

"(s 1 1 1 > 1 1 1 1
@ mr e () a0 e oo
p P n=1

1

s—p

Beide unendlichen Reihen sind normal konvergent nach Folgerung 2.2.6 (2),

Satz 5.1.3 und dem Differentiationssatz fiir unendliche Produkte. Durch Ad-

dition von % folgt die behauptete Gleichheit:

SO () - () S ()

N—— P —— N=1 N ——
s—1 p(sip) 2n(s+2n)
(5.11)



5. Die Fehlerabschéitzung in m ~ Li und die Riemannsche Vermutung

Die normale Konvergenz beider Reihen folgt aus der Addition normal kon-

vergenter Reihen. O

Lemma 5.1.5. Firy e R"\ {1}, a € R und A, B € C mit Re (a + %) >0 gilt:

1 a+ih s 0 <1
lim / Ldas=4 0 . (5.12)
h—o0 210 Jo_in As+ B <Y y>1

Bei der Integration wird tber die direkte Verbindungslinie von a-th nach a+ih in-

tegriert.

Beweis. Im Beweis wird vorausgesetzt, dass fiir b € R* und y € RT \ {1} gilt:

1 b+ioco ¢ 0 <1
b Y= 4 (5.13)
2mi t 1 y>1

b—ioco

Ein Beweis davon ist z.B in Edwards [Edw74, Kapitel 3.3] zu finden. Seiy € RT\ {1},
a € Rund A, B € C mit Re (a + %) > 0. Dann lésst sich durch Substitution von
t:=s+ % das Integral aus dem Lemma auf das Bekannte Integral aus Gleichung
(5.13) zurtickfiihren:

1 fotioc s _ yBA 1 fatatih gyt
— ds = — =—dt
270 Jy—ioo As+ B A h—oo 2mi atB-in t
—B/A 1 Re(a+2Z)+ih ¢
= Y lim y—dt (5.14)

A h—)oo% Rc(a—&—%)—ih t

Re(a+%)>0

Gl (5.13) 0 y<1
1 y>1

Beweis. (Von Mangolds Formel (Satz 5.1.2))
Betrachte fiir a > 1 und = € R>; \ N folgendes Integral:

() e 1)

a—100

In den folgenden Rechnungen werden zwei Umformungsschritte gemacht, welche

noch zu zeigen sind. Diese werden mit () und (x*) gekennzeichnet. Es ldsst sich
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5.1. Von Mangoldts Formel

mit Lemma 5.1.4 das Integral aus Gleichung 5.15 auf zwei verschiedene Arten l6sen.

FEinerseits gilt mit der ersten Gleichung aus Lemma 5.1.4:

1 artico CI(S) x® Lemma 5.1.4 . 1 atih R _ x®
- —d = 1 E A | —d
( ) s im (n)n S ds

2ri C(s) ) s hsoo 27 J,_in

a—100 n=2

. 0 +ih s
leichm. Konv. . 1 a _ T
R lim E A(n)/ n°—ds
a

1%
]
=

3

=
£
Y|
T~

Lemma 5.1.5 0 n>x
ASLE=0 1] p<

&N
neNn<z
)
(5.16)
Mit der zweiten Gleichung aus Lemma 5.1.4 und
1 a+ioco ~/ s emma. /
ci= CO)a” ) Lemmasis ¢ (0) (5.17)

T2 Juiee C(0) s a=tB=0  ((0)
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5. Die Fehlerabschéitzung in m ~ Li und die Riemannsche Vermutung

gilt:
1 a-+1i00 / s
1 ) 2
2m a—1i00 C(S) s
mma. 1 a-+ih o0 ! s
Lemma 5.1.4 1. 1 S _Z S +Z S S (0) T ds
h—o00 2700 Jou_ip \8—1 p p(s —p) “2n(s+2n)  ((0) | s
ichm. nv. 1 a+ioo s atih
gleich n. Ko — X ds ~ Iim Z /
27 Jy—ioo S — h—00 2 in (s
a+ih
1 —d
+hl—>ng<>2:2m/am 2ns+2) st
(**) 1 a+100 /aJrzoo oo 1 /aJrioo xs
= — d — d — —d
omi . e 8 Z 21 Joysoo P(s —p S+; omi ). (s rom ™t
Lemma 5.1.5 Lemma 5.1.5 zp Lemma 5.1.5 ;—2n
A1 =1 ¥ AmpBe—p2 P A—2n Bedn2 27
xf > g2
= T — Z —+ +c
> o et 2n
(5.18)
Aus Gleichung (5.16) und (5.18) folgt die Behauptung:
P > pm2n

In den beiden Schritten (%) und (x*) wird der Grenzwert h — oo mit der jeweiligen
unendlichen Summe vertauscht. Ein Beweis dazu wird in Edwards [Edw74, Kapitel
3.5] ausgefiihrt. Dabei wird der folgende Satz (Uber die Dichte der Nullstellen der
Riemannschen (-Funktion), welchen wir auch im néchsten Kapitel noch explizit
bendtigen, verwendet. Dieser Beweis ist auch in Edwards [Edw74, Kapitel 3.4] zu
finden. Er wird ausgehend von dem Beweis der Produktdarstellung aus Satz 5.1.3
von Hadamard und einer strengeren Version der Stirlingschen Formel (Stieltjes
1889) bewiesen.

Satz 5.1.6 (Uber die Dichte der Nullstellen der Riemannschen (-Funktion). Es
existiert ein H € R, sodass fir T > H gilt:

#*{P € (C‘p € Nnicht trivs Im(p) 7& Oa T < Im(p) < T+ 1} < QIH(T) O

60



5.2. Die Fehlerabschétzung unter Annahme der Riemannschen Vermutung

5.2. Die Fehlerabschitzung unter Annahme der

Riemannschen Vermutung

In diesem Kapitel wird unter Annahme der Riemannschen Vermutung eine Abschétzung
des relativen Fehlers der Approximation m ~ Li bewiesen. Diese ist genauer, als die
Abschétzung von de la Vallée Poussin aus Satz 4.2.9. Der Beweis orientiert sich an
Edwards [Edw74, Kapitel 5.5].

Satz 5.2.1. Gilt die Riemannsche Vermutung, so existiert eine Konstante ¢ € R,
sodass fiir hinreichend grofies x folgende Abschdtzung fiir den relativen Fehler der

Approximation w ~ Li gilt:

() — Li(@)] _ n(x)
L@ T a

Bemerkung 5.2.2. Sei d die Konstante aus Satz 5.2.1 und ¢ wie aus der

Abschitzung von De La Vallée Poussin (Satz 4.2.9). Dann gilt fiir hinreichen grofies

X

2
—+/cln(z) In (‘T)
e > d N

Abschitzung mit Riemannscher Vermutung

(5.20)

Abschitzung ohne Riemannsche Vermutung

D.h die unter Annahme der Riemannschen Vermutung bewiesene Abschétzung des
relativen Fehlers der Approximation 7 ~ Li ist genauer, als die von De La Vallée

Poussin bewiesene®.

Beweis. (Bemerkung 5.2.2) Seien ¢ und d Konstanten wie aus der Bemerkung und

A € R+ eine dazu passende Konstante, sodass fiir alle x > A gilt:

1
(1) 16¢ < In(x) & cln(z) < 1 In(z)
PN 6—\/cln(m) > 6—%1n(x)
PN 6—\/cln(m) > 1}_1/4

2) Y% > dn®(z) & V> din®(z)a1/?

(5.21)

*Mit # ist die Anzahl der Elemente der nachfolgenden Menge gemeint.
*Die unter Annahme der Riemannsche Vermutung bewiesene Abschétzung des relativen Fehlers
ist sogar minimal [vgl. Cip99].
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5. Die Fehlerabschéitzung in m ~ Li und die Riemannsche Vermutung

Dann gilt fiir alle x > A:
Gl (5.21) (1 Gl (5.21) (2
e~ Veln@) ( > H g4 ( > ' dn?(z)z~1/? (5.22)

O]

Bevor Satz 5.2.1 bewiesen wird, werden zwei Lemmata gezeigt. Sie werden mit-
hilfe von von Mangoldts Formel (Satz 5.1.2) und dem Satz tiber die Dichte der Null-
stellen der Riemannschen ¢-Funktion (Satz 5.1.6) bewiesen. Die Fehlerabschitzung
aus Satz 5.2.1 ldsst sich dann mit den beiden Lemmata in wenigen Schritten bewei-

sen.

Lemma 5.2.3. Wird die Riemannsche Vermutung angenommen, so existiert eine
Konstante d € Rs1, sodass fiir die V-Funktion folgende Abschdtzung fiir hinreichend
grofles x gilt:

V() -2 ()
ERRY

Beweis. Der Beweis verlduft im wesentlich nach den folgenden drei Schritten:

(1) Die W-Funktion lisst sich mit einer Konstanten ¢; € RT fiir z € RT durch

(x4 1)PFHL — pptt
p(p+1)

U(r) <o+ + (5.23)

abschétzen. In der Summe wird iiber alle nicht trivialen Nullstellen der Rie-

mannschen (-Funktion mit aufsteigendem | Im(p)| summiert.

(2) Fiir p € Npicht triv. €ine nicht triviale Nullstelle der Riemannschen ¢(-Funktion
und «y := Im(p) gelten fiir z € R, folgende drei Abschitzungen:

2V 2z vyeR

T p+1 T +1 \/ﬁ
( +12 e ’ T v € R\ {0} (5.24)
PP 2(22)3/?
W v € R\ {0}

(3) Mit einer Konstanten co € RT gilt fiir die U-Funktion fiir hinreichend grofie

Xt

U(z) < 24 e/ In?(x) (5.25)
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5.2. Die Fehlerabschétzung unter Annahme der Riemannschen Vermutung

Bew.(1) Sei ¢ € R die Konstante aus der Formel von von Mangoldt (vgl. Satz 5.1.2).

Dann gilt fiir x € RT mit ¢ == ’c+ %’ +> 02, m € R*:
WU positiv
U(z) = ¥ ()]
¥ monton wachsend 41
< / \Il(t)dt‘
z+1 X 4—2n
Von Mangolds Formel tP t
= t— — dt
r+1
t2 tpT1 > t—2n+1
= - — - +ct
2 ; pp+1) ; 2n(2n+ 1)
A-Ung. (x + 1)p+1 P+l 1 > (ac + 1)—2n+1 — p—2n+l
< x+ +lc+ |+
- ; p(p+1) 2 7;1 2n(2n +1)
()
< mEern
(x +1)PFHL — grtl
< T+ +c1
zp: p(p+1)
(5.26)

() Fiir alle x > 0 und n € N gilt:

(:L‘ + 1)72n+1 o x72n+1 < 1

(5.27)

Bew.(2) Sei z € Rsy. Nach Voraussetzung wird die Riemannschen Vermutung ange-
nommen. Deshalb liegen alle nicht trivialen Nullstellen der (-Funktion auf der

Geraden mit Realteil % und lassen sich mit v € R durch p = %—I—iv darstellen.
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5. Die Fehlerabschéitzung in m ~ Li und die Riemannsche Vermutung

Dann gilt:

(x4 1)PTL — Pl

x+1
/ tpdt‘
T

Bew.(3)

p(p+1) o]
Une. +1
° < L / T przg
|te|=t1/2 ol Ja
(5.28)
Standardabschétzung /¢ 4 1
< y>r-
#1/2 monton wachsend |P‘
|P|:\</i+72 2V2r v €eR
= o eRr\{0)
Fiir v € R\ {0} gilt auch die Abschétzung:
p+1 _ .p+1| A-Une. 3/2 3/2 (%) 3/2
(x+1) x g (x+ 1)+ z 2(2x) (5.29)

lp(p+1)] |v]2

lp+1=p[Z2 ] ANl<z <22

p(p+1)
(%)

Damit sind alle drei Abschéitzungen bewiesen.

Sei H; € R wie in Satz 5.1.6 (Uber die Dichte der Nullstellen der Riemann-
schen (-Funktion), dh. es gilt fiir alle x > Hy:

#{p € C|p € Nyicht triv., Im(p) # 0,2 <Im(p) <z + 1} < 2In(z) (5.30)

In der Reihe aus (1) (Gleichung 5.23) wird jetzt anstatt iiber p, iiber die
Imaginarteile v der Nullstellen p summiert und die Summe wird aufgeteilt.
Auflerdem wird in den beiden letzten Summen nur iiber die Nullstellen mit
positivem Imaginérteil summiert und mit zwei multipliziert, was aufgrund der
Symmetrie zur reellen Achse der (-Funktion das gleiche ist (vgl. Lemma 3.2.2
(5)). Alle auftauchenden Konstanten A-D sind aus R>g und werden in der
spéter folgenden Begriindung der auftauchenden Abschétzungen ()-(* * )
definiert. Es gilt fir z > H = max{H;,3}*:

*Es wird noch zusétzlich x > 3 gefordert, damit die Abschétzung in Gleichung 5.32 gilt.
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5.2. Die Fehlerabschétzung unter Annahme der Riemannschen Vermutung

Gl. (5.23) l’+1 p+1 xﬂ“rl (ZL‘ + 1)p+1 xp+1 $+1 p+1 xp+1

Mo 3 | D> ST
|vI<H +1) H<~vy<z plp+1) z<y Plp+1)
(%) o x sokk 1
<AVz (S)B\/E+C\/E/ @dt < )Dw3/2/ (t )dt+ D
H x

P.I z R oo

< m+A\/E+B\/E+C\/5/ @dHD:pW({f@] +/ t*th>+D+c1
In%¢
2

m+Af+Bf+Cf[ } +DvzIn(z) + D2*? [t T + D+

CeR>g

< x+\/5(A+B+

%lnz(ﬂc) + DlIn(x) +D) + D+

¢ +3D + 1) vz In®(z)

< z+(A+B+ 5

ic

(5.31)

Wobei im letzten Schritt verwendet wird, dass fir alle x > H = max{H;, 3}
1 <In(z) <Iln*(z), 1<V (5.32)

gilt. Es bleiben die Abschétzungen (%) — (x * %) zu zeigen:

(*) Die Anzahl der Nullstellen p = § + iy mit |y| < H muss endlich sein.
Denn géibe es unendliche viele, so miisste nach Bolzano-Weierstrass ein
Héufungspunkt der Nullstellenmenge existieren und die Riemannsche (-
Funktion wire nach dem Identitdtssatz identisch null. Sei die Anzahl der
Nullstellen gegeben durch N, so gilt mit der ersten Abschétzung aus (2)
(Gleichung 5.24) fir =z > H:

>

[vI<H

(x4 1)PFHL — gpt!
p(p+1)

< ) 22w 2PN Va (5.33)

|vI<H =A€R>g

(%) Sei x > H gegeben und n € N, sodass H +n < x < H+n+ 1 gilt. Dann
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5. Die Fehlerabschéitzung in m ~ Li und die Riemannsche Vermutung

gilt mit der zweiten Abschiitzung aus (2) (Gleichung 5.24):

p+1 — pptl Gl. (5.24)

,0+1) = 2 Z

2. Abschétzung He<r<z

2 >

H<y<z

Ivl

Wahlgvon n 23/2\/;32”: Z l

=0 Hticy<H+it1 |

23/2fz 2111 H+Z)

vel. GL (5.30) H+1

ln(t)

Nullstellendichte
<

monoton fallend

< 25/2f< Z/H—H

fiir ¢, t>3 H+i—1

‘Wahl von n

< 25/2111( )\[+ 25/2 f/

%f—’ = CER>0
—.BERZO
(5.34)
(% %) Analog gilt fiir z > H mit D = 29/2:
) Z IL‘ + 1 p+1 _ xp—i—l GIL. (<5.24) 27/2 3/2 Z
Ty p + 1) 3. Absc_hiitzung m<'y
1
< wmry y
— 2
= rHi<y<z+i+l v
In(t)
5~monoton fallend 9]
i monc pyors (2le) [ 1),
x2 -
s % In(t)
< D + Dz/? / —
= t
(5.35)

Im folgenden wird der Beweis der zu zeigenden Aussage aus Lemma 5.2.3 abge-
schlossen. Mit der gleichen Technik, wie in den Schritten (1)-(3) lésst sich eine

Konstante ¢ € R™ finden, sodass fiir hinreichend grofies x gilt:
U(x) >z — &z n?(2) (5.36)

Anstatt die U-Funktion durch ein Integral von x nach x+1 nach oben abzuschétzen,
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5.2. Die Fehlerabschétzung unter Annahme der Riemannschen Vermutung

wird sie durch ein Integral von x-1 bis x nach unten abgeschéitzt. Dann gilt mit

d > max{c, ¢} fiir hinreichend grofles x:

x—&/rIn?(z) < ¥U(z) <z + cv/z In?(x)

Pebyond o dy/zin®(z) < U(z) < = + dyz In?(2)

, , (5.37)
. _dln\/(;") \Il(x:)cx<dln\/(§)
. ‘\I/(:Bi— 2l 4 ln\2/(§‘)
O

Lemma 5.2.4. (1) Zwischen der Y-Funktion und der in Definition 4.1.3 defi-

nierten ©-Funktion besteht fiir alle x € R* folgender Zusammenhang:

\I/(a:a)c— z 6(:61/2)11111((256)?@ < @(wi,_ x \I/(x;— x

IN

(2) Unter Annahme der Riemannschen Vermutung ist der relative Fehler der
Abschitzung © ~ x fir hinreichend groffes = kleiner als ein vielfaches von

In?(z)z—1/2.

Beweis. (1) Nach Lemma 5.1.1 gilt fiir alle x € R™:

U(z) =) O(x'") (5.38)

k=1
Wegen O(z!'/¥) > 0 fiir alle z € RT und k € N gilt mit Gl 5.38 offensichtlich
O(z) < ¥(z). Fiir die Abschiitzung nach unten betrachte fiir x € RT zuerst

folgende Aquivalenz:

In(z)
In(2)

0 =0 o V<2 = k> (5.39)

Zux € RT sei N € N, sodass }ﬁ% —-1<NK< Eg; gilt. Damit l4sst sich ¥

67



5. Die Fehlerabschéitzung in m ~ Li und die Riemannsche Vermutung

fir N > 2 wie folgt abschéitzen:

[e%) N
Gl. (5.38) Wahl von N
w() VS ok = >_e@)

1 Gl. (5.39) 1
.. . N
Fir k>2 gilt:
< r)+> 0@/
O(x/k)<0(21/2) 2 (540)

O(z) + O(x"/2)(N — 1)

‘Wahl von N ln(x )
<

o)+ 0 g

Fiir N < 2 gilt die Aussage wegen ¥(z) = O(z) und O(z'/?) = 0 offensicht-

lich. Dann gilt fiir alle z € RT: ¥(x) — @(331/2)1?&;; < O(x) < VU(x)

U(z)—= 612 In(x) < O(r)—z _ Y(z)—

x In(2)x — x

= Vr € RT (5.41)

<

(2) Sei d eine positive Konstante wie in Lemma 5.2.3, dh. es existiert ein A € RT,

sodass fiir x > A gilt:

| (x) — x| In?(x)
<d (5.42)
B Vi
Sei weiter B > A, sodass fiir alle z > B
o) _ 4 (2) In(z) (5.43)
n n(z .
Vi

gilt (B existiert, da © ~ z). Dann gilt mit der Abschitzung aus Lemma 5.2.4
(1) fur alle x > B:

. O(z) —z Lemma524(1) Y(z) — g B @(x1/2) In(x)
x - x In(2)x
g @) e
Vi In(2)x
Gl. (5.43) In®(x)
—2d
g NG
_ . Lemma 5.2.4(1) _ o GL (5.42 2 2
° @(I‘) x “€ a‘< \I’(I') xz (< )dln (1:) <2d1n\/(il") (545)
o

X X

B
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5.2. Die Fehlerabschétzung unter Annahme der Riemannschen Vermutung

Die beiden Abschétzungen nach oben und unten liefern die Behauptung;:
_ In2
o) — sl _, %) .
|z Vi
Beweis. (Satz 5.2.1) Es existieren wegen der Abschiitzung des relativen Fehlers der

Approximation © ~ z (vgl. Lemma 5.2.4 (2)) ein A € R-; und eine Konstante
d € R, sodass fiir alle z > A gilt:

0(z) — 2| < dIn®(z)y/x (5.46)

Zuerst zwei Behauptungen:

(1) JeeR: Tr(x)—Li(x):@(fv)_x—i-/:@t(ItI)ldt—i—e Vo> A  (547)

(2) Fireaus (1): |r(z)—Li(z)] <dvrln(z)+2dyvz+le] Vx>A (5.48)

Beweis der Behauptungen (1) und (2):

(1) Sei z > A beliebig. Um die Gleichung zu beweisen, wird das Integral auf der
rechten Seite in zwei Integrale aufgeteilt und beide Teile separat betrachtet.

Fiir das zweite Integral gilt mit partieller Integration:

Um das zweite Integral umzuformen, betrachte alle Primzahlen py, ..., p, zwi-
schen A und x dh. A < p; < ... < p, <z und pg als die néichst kleinere Prim-
zahl von A. Dann gilt n = w(x) — 7(A), womit sich das Integral aufgrund der
treppenartigen ©-Funktion wie folgt umschreiben l&sst:

e = L amee B S [ S

1 1 = 1 1
= o <1n<p1> “w) 2.0 (6~ 6)
1 1
002 (57~ i)
Umordnen @(P ) = 1 @(pn)
B ln(/(l)) + ; (@(pZ)_l_ (@Epz_l)) In(p;)  In(z)
O(pn)=6(z)  O(po) () — 7 _ O(z)
n:ﬂ($7—7T(A) IH(A) + ( ) (A) hl(x)
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5. Die Fehlerabschéitzung in m ~ Li und die Riemannsche Vermutung

(5.50)
Zusammensetzen der beiden Gleichungen 5.49 und 5.50 liefert:
rot) -t . O(x) —xz  O(po) A .
/A ) O @) S H@ = e ) T "W ey U
e -z [Te() -t o
(5.51)
(2) Sei z > A beliebig. Dann gilt:
I - g UL
—L —_ ——dt
() i)l A—Engl. In(z) + 4 tln%t *lel
Gl (5.46 2 x
90 T,
n(z) AVt (5.52)

—  dyZln(z) +2d [\/%]:+ le]

AeR>1
<

dv/zIn(z) + 2dv/x + |e]

deR+

Weiter im Beweis der urspriinglichen Aussage. Wegen ln(%) ~ Li (vgl. Satz 4.2.7)

existiert ein B € R 1, sodass ﬁ < 2Li(x) fiir alle z > B gilt. Dann l&sst sich fir

x > C = max{A, B, 3} der relative Fehler der Approximation 7w ~ Li durch

|r(x) — Li(x)| GL (<5.48) 2d+/x In(x) d\/x N le]
|Li(z)] C>A Li(x) Li(x) Li(x)
—_——— ~—— ~——
) (%) (x55)
§4d“‘2% < zdh‘z% < 2‘6‘1[]2% (5.53)
In?(x)

< (6d 4 2le])
N——

=.c

N3

abschétzen. Noch zu zeigen bleiben die Abschitzungen (x) — (x * *). Es gelten
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5.3. Eine dquivalente Aussage zur Riemannschen Vermutung

folgende Aquivalenzen:

(*) @ < 2Li(z)
() o lnxx) < 2Li(z) In(z) (5.54)
(k5 %) o lnfx < 2Li(z) In(z)v/z

Wegen der Wahl von C gilt fiir z > C:

o  Wahl von B C>3 C>3
2Li(z) < 2Li(z)In(x) < 2Li(x)In(z)vz (5.55)

In(z) c>B

Damit gelten dann die Ungleichungen (%) — (x * %) fiir £ > C und mit Gleichung
5.53 ist die Abschitzung des relativen Fehlers aus Satz 5.2.1 bewiesen. O

5.3. Eine dquivalente Aussage zur Riemannschen

Vermutung

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass die Riemannsche Vermutung dquivalent zu der
Aussage ist, dass der absolute Fehler der Approximation 7 ~ Li nicht wesentlich
schneller wichst (im Sinne von Notation 2.1.5), als /zIn(z). Zunichst wird ein
Satz behandelt, welcher eine #hnliche Aquivalenz zur Riemannschen Vermutung

aussagt:

Satz 5.3.1. Die Riemannsche Vermutung ist dquivalent zu der Aussage, dass fiir
alle € > 0 der relative Fehler, der Approximation w ~ Li, fiir hinreichend grofie x

) 1. .
kleiner x~27¢ ist.

Der Beweis von Satz 5.3.1 besteht im wesentlichen aus den folgenden beiden
Lemmata und der Aussage aus Satz 5.2.1. Das Vorgehen im Beweis orientiert sich
an Edwards [Edw74, Kapitel 5.5].

Lemma 5.3.2. Seie > 0 und % < &~ Y2*¢ fiir hinreichend grofes x. Dann

gilt fiir hinreichend grofies = auch die Abschitzung |¥(x) — x| < z1/?+2.
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5. Die Fehlerabschéitzung in m ~ Li und die Riemannsche Vermutung
Beweis. Sei € > 0 beliebig und A € Ry, sodass fiir z > A gilt:

— Li
(1) (@) — Li@)] < g/ (existiert nach Vorraussetzung)

|Li(z)]
(2) Llix) <2 (Li(z) ~ e vgl. Satz 4.2.7) (5.56)
In(2) In(z)
1 1 ) 1
(3) @ <2 Jim 5 0)
Dann gilt fiir alle z > A:
Gl (5.56)(1 Li 1

im(z) — Li(x)| (< )(1) pl/2+e i(x) < pl/2+e (5.57)
1ng(cx) ln(m)
<2 <1/2

Zeige zuerst |O(z) — x| < 1z1/22¢ fir hinreichen grofles x. Betrachte dazu fiir
x> A die beiden Integrale [ t) dt und [ LZ Lilt) 3¢, Fiir die Umformung des ersten
Integrals seien py, ..., p,, alle Prlmzahlen zw1schen A und x. Dann gilt durch analoge

Rechnung wie in Gleichung 5.50:

/:”f)dt - /A dt+2/:+l dt—l—/p:7r(:)dt 559

1
= 7(z)ln(z) — O(x) — O(A) + 7(A) In(A)

Fiir das zweite Integral gilt mit partieller Integration und Li'(z) = ﬁ (vgl. Lem-
ma 4.2.6):

/A th()dt [m()zi)]’ - /:m(t)lntt)dt:1n(w)Li(:v)—w—ln(A>Li<A)+A
(5.59)

Aus den beiden Gleichungen 5.58 und 5.59 folgt fiir x > A:

/; Mdt = r(2)In(z) — O(z) — In(2)Li(z) + 2 —O(A) + 7(A) In(A) + In(A)Li(A) — A

=e

= O(@)-z = In(z)(r(z) - Li(z)) — /m Mdt +e

A
(5.60)

Mit der Dreiecksungleichung und Gleichung 5.57 ldsst sich |O(z) — z| fir x > A
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wie folgt abschétzen:

@) —al <" n(a)|r(e) - Lit)] + / z W
Gl. (5.60) A
Gl (<5.57)

dt + |e]

In(z)z/2e + / 2 dt + e
A

z (5.61)
= ln(:v):nl/%'E + S /24| 4 le]
Lie

2 A

1 1
= 224 [ In(x) + T -7
5"‘6 §+€

A1/2+€ + |€’

Sei B > A, sodass die beiden folgenden Abschétzungen (1) und (2) fir x > B
gelten:

€
(1) )+ <‘% )
5 T € Gl (5.
) 2 1 561 |O(z)—x| < §x1/2+2€ Ve > B
(2) —< A1/2+e + ’e‘ < 7:1:1/2"1‘26
5 + € 4

(5.62)

Sei weiter C' > B, sodass fiir alle £ > C' die beiden Ungleichungen O(z'/?) < 2\/z
In(z)
In(2)

die Differenz ¥(z) — z fiir x > C nach oben durch

(existiert wegen © ~ x vgl. Lemma 4.1.14) und < %x% gelten. Dann ldsst sich

Lemma 5.2.4(1) 1
U(z) —x < Ox)—z + @(371/2)M < gt/2He (5.63)
Gl. (<5.62);m1/2+2e 1 1'/2+25
2 <§I
und nach unten durch
U(x)>0(x) Gl (5.62) 1
U(z)—xz > O —=z (> : — g3 5 _pl/2H2e (5.64)

2

abschétzen. Beide Abschitzungen zusammengefasst ergeben fiir alle x > C' die

Ungleichung |¥(z)—z| < 2/272¢ und die Behauptung aus dem Lemma ist bewiesen.
O
Lemma 5.3.3. Fir s e H; gilt:
/
—M =1+ 8/00 75N W () — x)da (5.65)
(s = 1)¢(s) 1
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5. Die Fehlerabschéitzung in m ~ Li und die Riemannsche Vermutung

Beweis. Die Funktion (s — 1)((s) ist auf H; holomorph und nullstellenfrei (vgl.
Lemma 3.2.2). Demnach ist die linke Seite der zu zeigenden Gleichung wohldefiniert

und mit der Produktregel gilt:

(6-06) (re-nos 1 )

(=) D) Ios L)
1) (2)

(5.66)

Seien a1, az, ... € N, sodass durch {a1, as, ...} die Menge {p*|p € P, k € N} der GroBe
nach geordnet wird. Dann gilt fiir s € Hj:

(1) L _ —/ x dx i - [xar:fs](l)o - S/ x5 L adx
1—s 1 1
= 1-— s/ e L adr
1
C/(S) Lemma 5.1.4(1) ad _
(2) — = > A(n)n*
0 2,

A(n)=0 - -
2 Aa a;”
falls n¢{a1,a2,...} kzz: ( k) :

00
umsor:tleren Z \I’(ak) (alzs o a’];-f-l)

k=1
> ap41 )
= Z\Il(ak)s/ x % dx
k=1 Gk
o
W konst. auf —s—
o= e s/ x5 (x)dx
lak,ak+1) 1

(5.67)

Einsetzen der Gleichungen 5.67 (1) und (2) in Gleichung 5.66 liefert die Behauptung.
O

Beweis. (Satz 5.3.1) Fiir ¢ € RT und € > 0 gilt fiir hinreichen grofies x die
Abschiitzung cIn?(z)z~Y? < ¢2~1/2. Damit folgt die Hinrichtung direkt aus Satz 5.2.1.

Es ist also nur die Riickrichtung zu zeigen (Beweis durch Widerspruch):
Annahme: Es existiert ein p € Nyjent triv. mit Re(p) # %

Sei € € R, sodass |Re(p) - %| = 3e. Dann gilt € > 0, da nach Annahme Re(p) #

N[ =
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Wegen der Symmetrie der Nullstellen im kritischen Streifen zur Achse mit Realteil
1 (vgl. Lemma 3.2.2 (6)) gilt:

1 .
P+ = 5 +3e+1 Im(p) € Npicht triv. (568)

Mit Lemma 5.3.3 gilt fiir alle s € Hj:

(s —1)¢(s) _ o [ ) — 2
e -t /1 (W(z) — 2)d (5.69)

Dann lésst sich (1) und (2) folgern, was direkt im Widerspruch zueinander steht:

(1) Die linke Seite aus Gleichung 5.69 lésst sich analytisch nach H /o, fortset-

zen.

Beweis. Die folgenden drei Uberlegungen beweisen, dass die rechte Seite aus
Gleichung 5.69 auf Hj /59, analytisch ist, woraus die analytische Fortsetzbar-
keit der linke Seite folgt.

e Die Funktion s +— 7~ Y(¥(z) — x) ist auf H; /949 analytisch fiir alle
z € (1,00).

e Das Integral [z~ 1(¥(x) — z)dz existiert fiir alle s € Hj /oo,
Zu dem gewéhlten € > 0 gilt nach Voraussetzung Im@)—Li@)] - —1/2+e

[Li(z)|
fir hinreichend grofles x und die Voraussetzung aus Lemma 5.3.2 ist

erfiillt. Deshalb existiert ein A € R, sodass |U(z) —z| < /272 fiir alle
x > A. Dann lésst sich der Betrag des Integrals auf der rechten Seite in
Gleichung 5.69 wie folgt abschétzen:

A 00
< / \x**l(q/(x)fx)um/ 2 R =1 1§ () — 2| da
1 A ————

<gl/2+2e

A )
< / |25 (U(x) — 2)|dx + / g~ Re(o)=1/242¢ g,
1 A

/100 N (W(x) — )dx

(5.70)

Das Integral [ a~ Re(s)=1/2+2¢4y konvergiert fiir — Re(s) — 5 +2¢ < —1,
was dquivalent zu Re(s) > 3 + 2e ist.

e Fiir alle so € Hj /9. liisst sich die partielle Ableitung auf einer kom-
pakten Umgebung von sy durch eine von s unabhingige iiber (1,00)
integrierbare Funktion abschétzen:

Sei so € Hijpqoc und K C Hj /g 9. eine Kompakte Umgebung von so.
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5. Die Fehlerabschéitzung in m ~ Li und die Riemannsche Vermutung

Dann existiert ein B € RT, sodass |s + 1| < B fiir alle s € K. Weiter sei
A € R, sodass |¥(z) — x| < 2'/2%2¢ fiir alle 2 > A gilt. Dann lisst sich
die partielle Ableitung wie folgt abschétzen:

1o} —s—1 - R -
9 1y B < 1 e(s)—3/2+2¢
s (37 ( (.CE) :L’)) |S + HCE | SEKCHy j942¢

(5.71)

|s+1|<B _9
< T

Die Funktion z + Bx~2 ist auf (1, 00) integrierbar und unabhingig von

S.

(2) Die linke Seite aus Gleichung 5.69 hat bei py € Hj /o49. eine echte Polstelle.

Beweis. Da py € Nyjent triv iSt, ist p4 eine Nullstelle der auf ganz C analy-
tischen Funktion (s — 1){(s) (vgl. Lemma 3.2.2 (1) und (2)). Daraus folgt
direkt, dass die logarithmische Ableitung von (s —1)((s) bei p4 eine Polstelle

mit positiver Polordnung, also eine echte Polstelle, hat.

Die beiden Folgerungen (1) und (2) stehen im Widerspruch und die Behauptung

ist bewiesen. O

Die in Satz 5.3.1 formulierte Aquivalenz zur Riemannschen Vermutung lisst sich

eleganter formulieren. Dazu folgendes Theorem:

Theorem 5.3.4. Die Riemannsche Vermutung ist dquivalent zu der Fehlerabschdtzung

|m(x) — Li(z)| € O (VxIn(x)). Kurz:

Riemannsche Vermutung <= |m(z) — Li(z)| € O (VzIn(z))

»=Nullstellen (—Funktion* ,=Fehlerabschitzung Primzahlverteilung®

Beweis. ,= “ Angenommen die Riemannsche Vermutung gilt. Dann existieren nach
Satz 5.2.1 ein ¢ € R und A € RT, sodass fiir z > A gilt:
|m(z) — Li(z)| _ In*(z)

()] <c Tz (5.72)
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Sei B € RT, sodass % < 2 fiir z > B gilt (B existiert wegen Li(x) ~ ()
In(z

vgl. Satz 4.2.7). Dann gilt fiir alle z > max (A4, B,2)*:

|m(x) — Li(z)| _ |r(z) — Li(z)| Li(z) . Li(z) .
V()| |Li(z)]  yzl(z) = <2 (5.73)
o

Gl. (5.72

LD r(2) — Li(z)| € O (Ve In(z))

»<= ¢ Angenommen es gilt |7(z) — Li(z)| € O (v/xIn(x)). Dh. es existiert ein ¢ € R

und A € R, sodass fiir alle x > A gilt:

n(2) — Li2) -

— < C

[V n(z)|

Sei € > 0 beliebig und dazu B € R, sodass fiir alle x > B gilt:

0E)
2
(1) Li(z) <
(2) 2cln*(z) < 2¢ (In? wichst langsamer, als jede Potenzfunktion)
(5.75)

(Li(x) ~ () Vel Satz 4.2.7)

Dann gilt fiir alle z > max(A, B, 2):

L~ 1n2(z) GL (5.75
n(z) GBI 1z (5.76)

w(z) — Li(z)| _ |m(z) —Li(z)| (@ ¢
|Li(z)] lVzln(z)]  Li(z) x
—_—— —
Gl. (5.74) GL. (5.75)
< c < 2

€>0 beliebi: . . .
o :>5 ] 1g Es gilt die Riemannsche Vermutung
atz 5.3.

*Es wird zusétzlich © > 2 gefordert, damit Li(z),In(z) > 0 gilt und die Betriige im Nenner

weggelassen werden diirfen.
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6.

Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassend wurden folgende Resultate in dieser Arbeit erzielt:

(1)

(2)

Die zuerst auf H; definierte Riemannsche ¢-Funktion ldsst sich nach C\ {1}

holomorph fortsetzen. Sie hat bei eins einen einfachen Pol [vlg. Kapitel 3].

Die m-Funktion ist asymtotisch dquivalent zum Integrallogarithmus Li und zu
Funktionen der Art fa(z) = ?_% fiir beliebiges A € R. Dies ist eine direkte
Folgerung aus dem Primzahlsatz 7w ~ ﬁ, welcher unter Verwendung der
Nullstellenfreiheit der Riemannschen (-Funktion bei Realteil eins bewiesen

wurde [vgl. Kapitel 4].

Unter den in (2) aufgezéhlten Funktionen approximiert der Integrallogarith-
mus die m-Funktion am besten. Fiir den Beweis ist die Fehlerabschéatzung der

Approximation m ~ Li von De la Vallée Poussin zentral [vgl. Kapitel 4.2]:

Fiir eine passende Konstane ¢ € R und hinreichend grofles x gilt:

7(@) = L@ _ —Jewe
i)

Unter Annahme der Riemannschen Vermutung kann der relative Fehler der
Approximation m ~ Li fiir eine Konstante ¢ € R und hinreichend grofies x
durch

|7(z) — Li(z)| _  In’(z)

L@ ¢ Ve 6.1)

abgeschitzt werden. Diese Abschitzung ist exakter, als jede bis heute bewiese-

ne. Das Zentrale im Beweis ist zum einen die Formel von von Mangoldt, in der
die ¥-Funktion mit den kritischen Nullstellen der Riemannschen (-Funktion
in Verbindung gebracht wird. Zum anderen eine genaue Untersuchung der
Dichte der Nullstellen der Riemannschen (-Funktion innerhalb des kritischen
Streifens [vgl. Kapitel 5.2].
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(5) Die Riemannsche Vermutung ist dquivalent zu der Aussage, dass der abso-

lute Fehler der Approximation m ~ Li nicht wesentlich schneller wéichst als

Vo n(x). Kurz:

Riemannsche Vermutung <= |m(x) — Li(z)| € O (vzIn(z))

»=Nullstellen (—Funktion® ,=Fehlerabschiitzung Primzahlverteilung®

Dadurch wird eine direkte Verbindung zwischen der Primzahlverteilung und

den Nullstellen der Riemannschen ¢(-Funktion hergestellt [vlg. Kapitel 5.3].

Im Rahmen einer genaueren Untersuchung des Themas konnten weitere Zusam-
menhénge und dquivalente Formulierungen der Riemannschen Vermutung betrach-
tet werden. Unter Verwendung der Theorie der Dirichletschen L-Reihen ldsst sich

zum Beispiel die verallgemeinerte Riemannsche Vermutung formulieren [vgl. GDO7]:

Fiir jeden Dirichlet-Charakter x haben alle kritischen Nullstellen der
L-Funktion s — L(s,x) = > - X Realteil 3.

n=1 ns

AufBlerdem konnten bisherige Beweisideen der Riemannschen Vermutung analysiert
und weitergefithrt werden. Es gibt zum Beispiel Anséitze, bei denen die Nullstel-
len der Riemannschen (-Funktion als Eigenwerte eines unendlich dimensionalen
Operators aufgefasst werden. Aus Untersuchungen mithilfe kohomolgischer Metho-
den erhofft man sich einen Zugang zum Beweis der Riemannschen Vermutung [vgl.
Kra08]. Ein weiterer interessanter Ansatz kommt aus der Physik und hat mit chao-
tischen, quantenmechanischen Systemen zu tun. Dabei werden die Nullstellen der
Riemannschen (-Funktion als Energieeigenwerte eines chaotischen quantenmecha-
nischen Systems interpretiert. Sind diese Energieeigenwerte bestimmt, so folgt die
Riemannsche Vermutung [vgl. Cip99]. Ein grofies Problem in dieser Uberlegung
liegt darin, dass chaotische, quantenmechanische Systeme sehr komplex und bisher
schwer zu verstehen sind. Umgekehrt wiirde ein Beweis der Riemannschen Vermu-
tung auch zu neuen Erkenntnissen iiber chaotische, quantenmechanische Systeme
fithren.

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass ein Beweis der Riemannschen Vermutung
unzihlige Konsequenzen fiir viele Bereiche der Mathematik und Anwendungen in
der Physik hiitte. Aulerdem wiirde es Erkenntnisse iiber eines der dltesten Rétseln
der Mathematik - den Primzahlen und deren Verteilung - liefern. Deshalb ist der
Beweis der Riemannschen Vermutung eine Millionen Dollar wert und ein so bedeu-

tendes und bekanntes Probleme in der Mathematik.
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Spektrum.de

MATHEMATIK
Warum der Beweis der Riemann-
Vermutung eine Million Dollar wert ist

Leonhard Euler und nach ihm Bernhard Riemann haben erstaunliche
Zusammenhange zwischen der Welt der Primzahlen und der Funktionen
gefunden. Bravourds flihrt ein Mathematikprofessor aus Berkeley in eines
der Millennium-Probleme ein.

Von der SciViews-Autorin Vera Spillner

Als der Mathematiker David Hilbert am 8. August 1900 in Paris die

23 groRten mathematischen Herausforderungen fiir das 20. Jahrhundert
vorstellte, stand die Riemann-Vermutung an achter Stelle seiner Liste.
Allerdings sollte sie sich in den folgenden 100 Jahren als hartnackig
erweisen. Als so hartnackig sogar, dass das Clay Mathematics Institute in
Cambridge, Massachusetts, fir den noch immer ausstehenden Beweis im
Jahr 2000 einen Preis von einer Million US-Dollar aussetzte. Worum geht es?

Es geht um den wohl schwierigsten Weg, an eine solche Geldsumme
heranzukommen, berichtet Edward Frenkel in einem Video auf dem
YouTube-Kanal Numberphile auf hochst sehenswerte Weise. Im Zentrum
dieses Millennium-Problems, so erklart der Professor an der University of
California, Berkeley, steht die Riemannsche Zeta-Funktion: eine Summe iber
unendlich viele Briiche, in deren Nenner die natiirlichen Zahlen (n) mit
unterschiedlichen Exponenten (s) auftauchen. Mathematisch schreibt sie
sich so:

o0
1 1 1 1
g(s)=ZF=F+?+3T+"'
n=1
(Vor Kurzem haben wir hier librigens ein Video vorgestellt, das eine spezielle
Losung der Zeta-Funktion bei s=-1 diskutiert - eine Losung, die der Summe

1+2+3+4+5 ... den scheinbar unmdglichen Wert -1/12 zuweist.)

Die Vermutung, die Bernhard Riemann, ein beriihmter deutscher
Mathematiker des 19. Jahrhunderts, iiber die Nullstellen dieser Funktion
anstellt, wére - falls sie denn zutrifft — duBerst folgenreich: Sie verbindet
namlich die Welt der Funktionen mit der Welt der Primzahlen. Dieser
unerwartete und vor allem fiir Zahlentheoretiker und Kryptographen wichtige
Briickenschlag gelingt, weil man, wie Leonhard Euler bereits im

18. Jahrhundert gezeigt hat, die Zeta-Funktion - eine Summe unendlich
vieler Summanden - liberraschenderweise gleichsetzen kann mit einem

https://www.spektrum.de/video/warum-der-bewe...

17.07.19, 12:45
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